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0. Vorbetrachtungen

0.2. Literaturhinweise
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> T. FlieBbach: Quantenmechanik (Spektrum, Akademischer Verlag, 2005).
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1. Einfithrung in die QM; Versagen der klassischen Physik

1.1. Klassische Theorie (Newton, lex seconda, 1687)

Charakterisierung eines physikalischen Zustandes:

> Mechanische Objekte: Massenpunkte, Systeme von Massenpunkte, starre Korper.
> Kinematik: Bahnkurven x(¢) im Raum.
> Impuls: p(t)

> Energie-Impuls Beziehung:
2

E = P TVQ
2m 2
> Dynamik: Kréfte als Ursache einer nichttrivialen Beweggung, x = ‘f;T; x F = ‘(Zj—ll?

2. Newtonsches Axiom

> Diese (empirische) Erfahrung wurde in allen Experimenten (ohne Ausnahme !) immer wieder bestétigt.

Empirische Notwendigkeit fiir neue Theorie:

> Welle-Teilchen Dualismus: Quantenteilchen sind weder Teilchen noch Wellen.

> Diskrete (atomare) Zustdnde sind klassisch unversténdlich.

11



1. Einfiihrung in die QM; Versagen der klassischen Physik

1.2. Historische Experimente und Befunde

1.2.a. Fotoelektrischer Effekt (Foto-Effekt)

> Elektronen mit einer maximalen kinetischen Energie

moa

Emax = 3 Vinax

hw — ¢ ... Austrittsarbeit

> Photonenhypothhese (Eintein, 1905): Licht der Frequenz w kann nur in ganzzahligen Quanten hAw emittiert oder
absorbiert werden.

> Photonen sind Lichtquanten, die sich mit Lichtgeschwindigkeit ¢ bewegen und in Richtung des em Wellenvektors
k ausbreiten.

*Wc

—_———_‘ Wbl

&() ﬂ"*&th‘}fg qv-{r‘:‘-

> Daher: klassische Erwartung # FExperiment

12



1.2. Historische Experimente und Befunde

1.2.b. Compton Effekt

> Energie- und Impulserhaltung fiihrt zu:

1 1 h 21 h
(—/——) = — (1 — cos?) = X—)\:W—(l—cosﬁ)zkc(l—cosﬁ)
w w me me
Teilchencharakter eines Lichtquants
&
K\
ye

> 7Welle-Teilchen Dualismus”: Quantenteilchen sind weder Teilchen noch Wellen,

> Eine analoge Dualitéat gilt in der QM fiir jedes Teilchen der klassischen Physik.

13



1. Einfiihrung in die QM; Versagen der klassischen Physik

> Herleitung der Compton-Streuformel mit Hilfe des erhaltenen Viererimpulses .

h<k>+<mc>h(k’>+<\/p'2+m202>
k 0 k' p’

(k — k) me 2_ 9 2 2 9 _ 22
[h<(kk’)>+<0>] = p° +mcc —p° = mc

(a’;a) (b°b) = a’b’ — a-b

m?c® + 2h(k — K)mec — 2R* (k' — k-K) = m?*c — k— kK = ikk' (1 — cos®)
me

> Compton-Wellenlinge \. = h/mc:
e Elektron Ae = h/mec = 3.86-107!! cm

e Proton Ae = h/myc = 2-1071 cm

1.2.c. de-Broglie (Materie) Wellen

p E kin [QV]

> Experimenteller Befund: )\ = 28 — 1224

> de-Broglie Hypothese: Jedes Teilchen mit Energie £ und Impuls p besitzt auch eine eindeutige Frequenz und
Wellenlénge (Wellenzahl).

14



1.2. Historische Experimente und Befunde

Gesamtenergie E = hw Frequenz
Impuls p = hk Wellenzahl (-vektor)
= = @ Wellenlénge

> Dennoch: Teilchencharakter mikroskopischer Objekte bleibt gewahrt:

e [onisation in der Wilson-Kammer
e Streu- und Stoflexperimente zwischen mikroskopischen Teilchen
e Millikan-Versuch: Elektrische Ladung tritt stets als Vielfaches der Elektronenladung e~ auf.

1.2.d. Linienspektrum und diskrete Zustinde

> Rutherford-Bohr Atommodell:
o Fast die gesamte Masse ist in einem kleinen Kern im Zentrum konzentriert (m,/m. ~ 1836)
e Punktférmige Elektronen umlaufen den Kern. Klassisch erwarten wir eine Abstrahlung und Instabilitét.

e Bohrs Quantisierungsbedingung (1913):  Es gibt stabile Zustéinde, die die Bedingung ¢ pdg = 2w hn erfiillen.

> Balmer Formel: hw = Ry - (# — #)
e Ry = 13.6 eV, n, m ... natiirliche Zahlen
e Lyman: n = 1; Balmer: n = 2; Paschen: n = 3; Brackett: n = 4.

e Balmer Formel ist Spezialfall des Ritz’schen Kombinationsprinzips: Emittierte/absorbierte Photonen entspre-

chen gerade den Differenzen der stationédren Energien.

15



1. Einfiihrung in die QM; Versagen der klassischen Physik

1.2.e. Stern-Gerlach Versuch (1922)

> Kraft auf ein Atom mit magnetischem Moment p:

B i R
F =V B~ gza—ez, [ ... statistisch verteilt //// ' .

0z

\\ ‘\ Ny i
> Experiment: Offenbar sind nur einige wenige Orientierungen des magnetischen Momentes p erlaubt, eine sogenannte
Raumquantelung; Quantisierung des Raumes.

1.2.f. Elektronenbeugung am Doppelspalt
1.3. Aufgaben

Siehe Ubungen.
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Experiments with double slits

(Feynman-Lectures 1962)
Interference experiments with balls Interference experiments with water waves
" P
T U
%
\
-
.s.':-'.'.'-; I S .9-'-'":
f —
/ Pra= Py Py
!
1 P, !
Double slit

Lo = [A; + A2

Intensity ~ square of amplitudes
momentum p

A wave length
energy E

v  frequency

Abbildung 1.1.: Young’s double-slit experiment: classical particles vs. waves; cf. Feynman Lectures (1963)

1.3. Aufgaben

17



1. Einfiihrung in die QM; Versagen der klassischen Physik

Quantum particles behave differently

(Feynman-Lectures 1962)

Interference electrons with experiments
™ _1X ‘X

, P2 =104 + 0,2

Doppelschlitz
de'Broglie Relationen

momentum p

h A wave length : .

J Particle-wave dualism:
E = h v frequency Quantum particles are neither
particles nor waves.

energy

Abbildung 1.2.: Young’s double-slit experiment: Quantum particles behave differently; cf. Feynman Lectures (1963)

18



1.3. Aufgaben

Doppelspaltexperiment mit Elektronen
A. Tanamura et al., Am. J. Phys. 57 (1989) 117

100 Elektronen

3000 Elektronen

20 000 Elektronen

Richard Feynman (1918-1988)

70 000 Elektronen

“...Wir kénnen das Geheimnis (dieses Versuchs)
nicht aufdecken, indem wir “erklaren” wie es
funktioniert. Wir kénnen nur berichten wie es
funktioniert, und indem wir dies tun, erértern
wir die grundlegenden Eigentiimlichkeiten der
ganzen Quantenmechanik.”

Abbildung 1.3.: Young’s double-slit experiment in practice ... here with electrons and 25 years later after the famous Feynman lectures.
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2. Wellenfunktion und Schrédinger-Gleichung (SG)

2.1. SG freier Teilchen

> In der QM wird jedem Quant/Quantenobjekt (Elektron, Proton, Atom, Molekiil, ...) eine Wellenfunktion (WF)
zugeordnet: Y(x,t) .

> Die WF ist ein MaB fiir die Wkt., das Teilchen in Raum und Zeit zu finden.
> Gesucht: Theorie, die das Verhalten und die zeitliche Entwicklung der WF )(x,t) beschreibt.

> Zeitabhéngige SG fiir freie Teilchen Schrodingers Wellengleichung (1926)
0 h? h* 0
ih 5 P(x,t) = — 5 V2y(x,t) = — o B2 (x,t) = H H ... Hamiltonoperator

Erste Beobachtungen:

i) Dgl. erster Ordnung in der Zeit und zweiter Ordnung bzgl. der Ortsvariablen

ii) SG ist linear in ¢ (x,t); daher gilt ein Superpositionsprinzip: Jede Linearkombination von (zwei) Losungen ist wieder
eine Losung.

21



2. Wellenfunktion und Schrodinger-Gleichung (SG)
iii) SG ist homogen ; daher gilt:

/d?’x l(x,t)[*> = const.
v

Wellenfunktion ist normierbar

iv) Losungen fiir freie Teilchen

) = N ! vy d

Y(x,t) = exp{}—i (p-x ~ 5 )} ... denn

' a B p2 h? 5 B hQ Z 2 B p2

hgV = gt sy | = on Ve = o0 (ﬁp) v=ony (b9

e Normierung: [ $xlp(x,t))* = [, @z N? = 1 ~ N = \/%7

e Wellenpakete: Lokalisierte Zustéinde folgen aus der Uberlagerung ebener Wellen

o) = [ oot e (s (pox - L) |

Einhiillende ¢(p) : Form des Wellenpaketes.

v) Formale "Herleitung’ der SG: gelingt aus klassischer Energie-Impuls Beziehung E = % mittels der Ersetzung:
0 0
E — th— — —th— = —ihV
o P Tox —

Bohrsche Korrespondenzen

vi) Wellenfunktion v (x,t) ist allgemein eine skalare, komplexwertige Funktion

22



2.2. Wahrscheinlichkeitsinterpretation und Kontinuitédtsgleichung

2.2. Wabhrscheinlichkeitsinterpretation und Kontinuitatsgleichung

2.2.a. Bornsche Wahrscheinlichkeitshypothese und Kopenhagener Interpretation

i) p(x,t) = |w(x,t)? ... Betragsquadrat der WF eines Teilchens: beschreibt die Wahrscheinlichkeitsdichte, das
Teilchen zum Zeitpunkt ¢t an der Stelle x anzutreffen. Oder:
i) p(x,t) dx ist Wkt., das Teilchen in eimem Volumen d*z am Ort x und zum Zeitpunkt ¢ zu finden.

Tafelbeispiel (Elektronenstreuung am Doppelspalt):

2.2.b. Kontinuitdtsgleichung

> Betrachten zeitliche Anderung der Wahrscheinlichkeitsdichte

o 1 1 h 2 % 2 —
Solxt) = Y 0t = — (HY) 0+ 0t (HY) = 5 (VR — 0 (V)] = -V )
i(x.1) = ) = Ve
Kontinuitétsgleichung fiir Wahrscheinlichkeitsdichte ... Wahrscheinlichkeitsstromdichte

23



2. Wellenfunktion und Schrédinger-Gleichung (SG)

2.3. Superposition ebener Wellen; GauBBsche Wellenpakete

Eindimensionale Gaufische Wellenpakete:

> Lokalisierte Zustande durch Superposition ebener Wellen:

o) = [ o) ew s (v - f—mt)}

> Gauflsches Wellenpaket:
, d”
p(p) = A exp{—(p ~ Do) ﬁ}
> )(x,t) auswerten und substituieren:

d? t b d? p, .

“ =52 Tl = 72 Tlgy

A b\*
P(x,t) = Dy dp exp{a <p— g) + i

24



2.3. Superposition ebener Wellen; Gaufische Wellenpakete

> Fiir die Wahrscheinlichkeitsdichte gilt:

Ay b - : th
Wwix, 1) = (2—) b eXp{Q% (_ac)} siehe Uebung; v = 22 A =
mh m

|al a

1 { (x — vt)? }
- CXPY 75 2
d /27 (1 + A?) 2d% (1 + A?)
d.h. ... Gauflverteilung im Impulsraum  +— GaufBiverteilung im Ortsraum

> Ausbreitung des Wellenpaketes:

e Maximum: bewegt sich mit Gruppengeschwindigkeit v, = %—g po = 22 =wv .. analogzu einem klass. Teilchen
e inzelne ebene Wellen:  mit Phasengeschwindigkeit v, = L= 2

p 2m
e Breite: A = . wichst mit der Zeit an, d.h. [¢(x,t)[> wird breiter bzw. flicBt auscinander.

Charakeristische Eigenschaften von qm. Wellenpaketen

Beispiel (Makroskopische Masse): m = 1072 kg, d = 107 m

th 1073 kgm - ¢ !
A= 0= =1 t ~ 10"
omd - 103 kgs - 10-20 2 ” °

d.h. erst nach etwa 10" s ist die Ortsunschirfe Az ~ v2d ~ 1.4-107' m erreicht; fiir makroskopische Massen ist
Ortsunschéarfe vollkommen irrelevant.

Beispiel (Ortsunschirfe eines a-Teichens): m = 107%" kg, d = 1071 m
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2. Wellenfunktion und Schrédinger-Gleichung (SG)

A =1 ~ 1078

e Wellenpakete mikroskopischer Teilchen laufen in viel kiirzeren Zeiten auseinander.

e Dennoch: Problemabhéngig, inwieweit dieses Auseinanderlaufen physikalisch bedeutsam ist:

2.4. Einschub: Operatoren und Skalarprodukte
Allgemeine Voraussetzung: Raum der quadrat-integrablen Funktionen L2

Wichtige Definitionen:

a) Linearer Operator A: ist eine Abbildung, die (jedem) ¢(x) € L*> — (A¢¥(x)) = ¢(x) € L? eindeutig
zuordnet.

Beispiele:
e Multiplikation mit Konstanten 3 v(x), c(x)
e Differentialoperatoren %w, —% V2 (x,t)
e Integraloperatoren [, d*z’ K(x,x') ¢(x/,t) — o(x/, 1)
e Aber nicht: Ay = P? + a%gzb nichtlinear

b) A heifit lincarer Operator, wenn fiir alle 1, 1 € L2 und ¢, ¢o € C gilt:

A(cir + copa) = c1 Ay + ca Ay
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2.4. FEinschub: Operatoren und Skalarprodukte
Beispiele:  z;, %,V{ f(x,t) ... als Multiplikationsoperator.

c) Eigenschaften linearer Operator: A und B seien lineare Operatoren, dann fiihren folgende Verkniipfungen wieder auf
lineare Operatoren:

e Multiplikation mit komplexer Zahl: cAY = c(Ay)

e Summe zweier Operatoren: (A+ B)Yy = Ay + By
e Produkt zweier Operatoren: (AB)y = A(Bv)

e Einheitsoperator: 1y =9

e Nulloperator: 0¢Y =

0
e Al=1A=4, A0=04=0
Jedoch: Operatoren sind allgemein nicht kommutativ ! AB # BA <= ABvY # BAY

d) Sind A und B zwei lineare Operatoren, dann heif3t

[A, B] := AB — BA ... Kommutator von A und B
{A, B} = AB + BA ... Antikommutator
Zwei Operatoren kommutieren miteinander = A, B] =0
Andere Sprechweise: A und B kommutieren bzw. vertauschen miteinander.

Beispiele:
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2. Wellenfunktion und Schrédinger-Gleichung (SG)

1) [z, 3%3.]77? = (xz’a%j - %%’) Y= =09 — i, %] = —0ij

2) i, 2l = (wizy; — xj23) = 0

3) [ v = (&L - £&)v =0
9 [f0), 2o = fv - fLo - 2o — (0, 55) = =3,

e) Vertauschungsregeln der Orts- und Impulsoperatoren

o 0 . :
(i, ;] = [pi, pj] = [8_@’ a—xj] = 0, i, —ih0;] = ihd;
kanonische Vertauschungsrelationen
Tj, pj = —ih% heiflen auch kanonisch-konjungierte Variablen.

f) Skalarprodukt (¢| ¢): heifit das Integral

(W] g) = /ﬁ%w%w¢@>
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2.4. FEinschub: Operatoren und Skalarprodukte

Eigenschaften:

Wlo) = (d]¥)
(W] (o1 + cad)) = c1 (@] Y1) + c2 (D] o), ((crpr + cabo) | @) = ] (W] d1) + 5 (V| da)
(]v) > 0, W) =0 <= =0

(W] Ag) = / &2 4 (x) A $(x)

g) AT hei der zu A adjungierte Operator, wenn fiir alle ¢, ¢p € L? gilt:
(AT Yle) = @A) Vi, ¢
= (V| AB¢) = (A" | Bo) = (B"A™Y|¢) = ((AB)"¢|¢)

Ein Operator heifit hermitesch (bzw. selbstadjungiert), wenn gilt: AT = A.

h) Niitzliche Identitédten fiir Operatoren:
[AB,C|] = A[B,C] + [A, C]B
[A, B = (AB — BA)" =(AB)Y — (BA)Y = BTA" — A"B" = [B", A"]

1
eABe® = B+ [A, B] + 3 [A, [A, B]] + ... Baker — Hausdorff — Identitaect ~ mit
B — n
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2. Wellenfunktion und Schrédinger-Gleichung (SG)

2.5. Korrespondenzprinzip der QM

Korrespondenzprinzip:

(i) Jeder physikalischen Grofle wird in der QM ein Operator zugeordnet (MeBgroBlen sogar hermitesche Operatoren:
At = A)

(ii) Mit den Korrespondenzen E — ih
auf die QM iibertragen werden.

9

2. p — —ih £ koénnen die bekannten klassischen’” Beziehungen (oftmals)

> Betrachten klassisches Teilchen in einem Potenzial:

p2

E = o T V(x) = H(p,q) ... Hamilton — Funktion
m
.0 - :
zhazb(x, t) = —2—V + Vi(x) ) ¥(x,t) = Hy(x,t) ... Hamiltonoperator
m

o t) = Hilx.1)

Zeitabhéangige SG in einem #ufleren Potenzial V' (x)

> Mehrteilchensysteme:

2 2
P71 P3 PN
E =
2m1 + 2m2 + + 2mN

2
ih%gﬁ(xl,XQ,...,xN) = {—th% - Zhvg - ... — ZhV?V + V(Xl,XQ,...,XN)} w = ( & + V> ’QD
k
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2.6. Postulate der QM

(zeitabhéingige) Vielteilchen-SG fiir ein konservatives N-Teilchensystem

> Anmerkungen:
e Struktur der Gleichung bleibt weitgehend erhalten.

e Herausforderung: Komplexitéit der Gleichung; WF (x1, Xs, ..., Xxy) héngt von 3N Koordinaten ab.

2.6. Postulate der QM

(i) Der Zustand eines Systems wird durch die WF ¢ (x,t) € H mit ()| v¢) = ||¢)|| = 1 beschrieben. [Y(x,1)|? d*x
gibt die Wkt. an, das Teilchen zur Zeit ¢t am Ort x in einem Volumenelement d3z zu finden.

(ii) Die zeitliche Entwicklung eines Zustandes folgt — ohne WW mit einem klassischen System — der SG:

'ha t) = H t H = h2v2 1%
3 §¢(X7 ) - ¢(Xa ) - _% + (X)

SG mit Hamiltonoperator

(iii) Jeder physikalischen Mefigroe (Observable, dynamische Variable) kann ein hermitescher Operator A zugeordnet
werden. Funktionen von Observablen werden entsprechend auch Funktionen von Operatoren zugeordnet.
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2. Wellenfunktion und Schrédinger-Gleichung (SG)

a)

Messgroesse Operator
0
Impuls p p = —th—
or
Ort X X
Hamiltonfunktion in einem Potenzial Hamiltonoperator
p’ p’
H = — 4+ V H=—+1V

b) Bei einer Messung der Observablen A wird stets ein Eigenwert a,, des entsprechenden Operators A gemessen.

Gleichzeitig:  geht die WF (x,t,) — Ym(X,t,)  in die entsprechende EF {iber.
Reduktion bzw. Kollaps der WF

c¢) Der Erwartungswert (= Mittelwert) einer Observablen A im Zustand 1 berechnet sich mit: (A) = (Y] A)

(iv) Zusammengesetzte Quantensysteme (z.B. Vielteilchensysteme): H = H1 Q@ Ho ® ... ® Hy
Vielteilchensysteme, Spin- und innere FG, ... QM II, allgemein 1(x1,X2,X3) # (X1 ® V(X2 @ ...

Anmerkungen:

> Observablen (Mefigrofle) +—  hermitescher Operator.

> Sprechweise: — Observable A meint oftmals auch den zugehorigen Operator
— Mittelwert eines Operators meint auch Skalarprodukt (1| Av) = (¢ |A| ) bzgl. eines gegeben Zustandes |¢)) .
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2.6. Postulate der QM

> Fourierdarstellung eines Zustandes:

¢(X) = Z Cm wm Z wm wm | ¢>

m

> Normierung;:

(W) <Z Cm Y (X Z Cm Y (X > = Z Co Cn (Um | ¥n) = Z ‘Cm‘2

m

> Erwartungswert:

<¢\A¢> = <Z Cm@bm‘A(Z Cn¢n)> = Z Cjncn<¢m|Awn> = Cmcnan ¢m|wn Z |Cm|2 Am

m n mn mn

5mn

>
lenl* = [ (@ | ¥)
Wkt., bei einer Messung den Wert a,, zu erhalten.
> Eigenwerte: ap, ... mogliche Meflwerte
Entwicklungskoeffizienten: cm = (Um| ) ... Wahrscheinlichkeitsamplituden

lenl? = & em = (Wm | ¥) (0] Y) ... Wkt.
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2. Wellenfunktion und Schrédinger-Gleichung (SG)

> Eigenfunktionen zum Ortsoperator x :

To(x) = moe(x) = Té(r — x,) = T,0(x — x,)

(Vo | T o) = /dxé(a: — z) x(x — x,) = x,

o = (] ¥) = [dodle — n) Ula) = via)

> Daraus folgt wieder, da  |c,|>dx = |1(z,)|>dx  die Wkt. bezeichnet, das Teilchen an der Position z, im kleinen
Intervall dx zu finden.
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2.7. Einschub: Eigenwertgleichungen

2.7. Einschub: Eigenwertgleichungen

AvY = ap

Fiir alle hermiteschen Operatoren gilt: AT = A

i) Alle Eigenwerte hermitescher Operatoren sind stets reell:

(U | Avm) = (| amtdm) = am (Om | Ym)
(Athm [ Ym) = (am¥m | Ym) = ag (U | m)

Swm‘A¢m> - <A¢m|¢m>/ = 0 = \(am - CL:;LZ:O \<¢m|'¢}m>1

TV TV

hermitesch >0

Da allen physikalischen Mefigréfien hermitsche Operatoren zugeordnet werden; sind damit auch alle MefSwerte reell.

Beispiele: H, p, x ... sind hermitesch.

ii) Eigenfunktionen zu verschiedenen Eigenwerten sind stets zueinander orthogonal:

A@bm = G Ym, A@bn = ap Py
(Vm | Atn) — (A | ¥n) = (an — am) (Ym | Yn) = 0 ~ (Ym | n) = 0 bzw. o, L ¥,
40
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2. Wellenfunktion und Schrédinger-Gleichung (SG)

Ferner konnen (0.B.) die EF hermitscher Operatoren zum gleichen EW (im Falle einer Entartung) stets orthogonal
gewahlt werden. Oder allgemeiner:

Alle EF hermitscher Operatoren sind zueinander orthogonal bzw. kénnen so gewéhlt werden.

iii) Eigenfunktionen der hermiteschen Operatoren erfiillen eine Vollstandigkeitsrelation:

Y dal@) @) = oz — )

— o) = [ - S ul) = 3 [ et vl o)

— Z¢n(x> Ch mit Cn = <¢n | ¢>

Fourierdarstellung eines Zustandes

2.8. Stationdre Losungen der SG

> Oftmals ist der Hamiltonoperator zeitunabhéngig: H # H(t), d.h. eine Separation der Variablen ist moglich:

= 0 !
P(x,t) = T(t) ' (x) — H # H(t) — w = h;;[}(}(:;) = F ... Separationsvariable

i) ih%T(t) = ET(t) ~  Losung: T(t) = e /ME
i) Hy(x) = E¢(x) ... zeitunabhéngige bzw. stationdre SG
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2.9. Zur Interpretation der EW physikalischer Operatoren

Anmerkungen:

> (Gilt fiir jedes beliebige, abgeschlossene qm. System

> Noch immer (sehr) kompliziert

> Gesamtlosungen: ¢ (x.t) = e # 7" )(x) heifien stationire Zustinde, da die Wahrscheinlichkeitsdichte
10(x,t)]> = |¢/'(x)|? selbst zeitunabhingig ist.

> Forderung der Normierbarkeit [ d’z [¢(x,t)|* < oo schrinkt die moglichen Werte der Energie ein.
2.9. Zur Interpretation der EW physikalischer Operatoren

Wahrscheinlichkeitstheorie

i) n-tes Moment der Verteilung w(z):

m, = /_00 dr " w(z) =: (n)

e}
ii) Charakteristische Funktion: ... x(7) ist die Fouriertransformierte von w(z) und umgekehrt.

x(7) = /OO dx w(zx) e ™7 — w(z) = /OO ar (1) €7

oo 2T
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2. Wellenfunktion und Schrédinger-Gleichung (SG)

Wir konnen ferner schreiben:

o0 n=0

d.h. Kenntnis aller Momente {m,} — x(7) — w(x) liefert Wktsverteilung.

a) Anwendung auf ein physikalisches System, das sich im (Eigen-) Zustand ¢, eines Operators A befindet:

(A") = (| A" V) = (am)" dr dr
wia) = /% o

eim‘ e—iamr _ ezT(a—am) _ (S(CL —a )
x(r) = ano (—T:!)’Tn ()" = o—iTam

.. ist die Wahrscheinlichkeitsverteilung, dass eine Messung der Observablen A einen Wert a liefert;

w(a)da ... Wkt. fiir [a, a + da] . ... Oder in anderen Worten:  Es wird gerade der Wert a,, gemessen.

b) System befindet sich im allgemeinen Zustand ¢ = > ¢, ¢y, :

(A") = <Z Cm PYm | A" (Z Cp wp)> = Z o Cp (m | A" p) = Z Cin Cp (ap)" Op = Z |Cm‘2 (am)"

m

X(T) _ Z (;Z')n 7 (am n ’Cm’2 Z |Cm|2 —iAmT
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2.10. Aufgaben

d.h. es wird stets einer der EW von A gemessen, wobei die zugehtrigen Wkt. |c,,|? ist.

Wahrscheinlichkeitsverteilung der erhalten Me3werte ist konsistent mit der 'klassischen Wahrscheinlichkeitstheorie’ von
ZufallsgroBen, wenn die Erwartungswerte (A), (A42), ..., (A") als die Momente der Verteilung interpretiert werden.

c) In welchem Zustand ist das System nach der Messung ? [deale Messung: Wellenfunktion ist nach der Messung bekannt
und wird nicht in unkontrollierter Weise verdndert. Nach einer idealen Messung befindet sich das System in einer EF des
zugehorigen Operators.

d) Operatoren mit kontinuierlichem Spektrum:

va) = Y evtnle) + [ dacla) vule) = 3] crunla)

n

Es konnen auch hierfir Momente (A™), x(7) ... ausgerechnet werden

w(a) = Y e’ d(a — an) + |e(a)f?

n

2.10. Aufgaben

Siehe Ubungen.
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3. Eindimensionale Probleme

3.1. Unendlicher Potenzialtopf / P
F i /
> Potenzial: / ,
0 —a <z <a / 7
Viz) = / /
00 lz| > a
> Gesucht: Losung der zeitunabhingigen, stationdren SG: d.h. die Wkt., das Teilchen am Ort z in [z, x + dz] zu
finden.
> SG:
h?  d?
H - B S S
ba) = Bvle) = {315 + Vo) | v
> (Fundamental-) Losungen fiir ¢(z): —a < ax <a; V =0
h?  d?
<%@ + E) Y =0 ~  p(x) o« sinkzx, coskx
. . 2mE )
i) Y(x) = Acoskx + B sinkzx, A, B... Konstanten; k = 7 (Beweis!)
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3. FEindimensionale Probleme

ii) |z|] > a, V(z) = oo auBerhalb, d.h. SG kann nur fir ¢(z) = 0 erfiillt werden.

> Randbedingungen und Forderungen an () :
e Stetige Funktion des Ortes (und der Zeit)

o [T dx|Y(z)]? < oo Normierbarkeit !

o ) = % muf} ebenfalls stetig sein, auler bei unendlichen Spriingen.

> Stetigkeit von v (x) :

r = a: A coska + B sinka = 0 B =0: coska =0 <«— k=75, n=123)5,..
r = —a: A coska — Bsinka = 0 A=20: sinka = 0 «— k =35, n=246,..
12 n? 72 _ 2m E . 7 n? 72 h?
4 a? h? 8a’m
Erlaubte Energien treten diskretisiert auf.
@ 1
n=1235.. AQ/ de cos? 2y = A%g = 1 ~ A= —
a 2a Vva
“ nm 1
= 2.4,6... B? dr sin?— 12 = B%?q = 1 B — —
n 4, /a z sin” o @ a ~ Ja
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3.1. Unendlicher Potenzialtopf

> Stationédre Losungen:

"

\/La cos (% :U) n =135 —a <z < a . n=1 i n=2 » n=3
v, = X \/iasin(%x) n = 2,4,6 —a <z <ua
w sonst o P mx)r/\/\
Beobachtungen:

> FEnergien treten diskretisiert auf;
> WF ¢(zx) ist entweder

e symmetrisch: Un() = +p(—2) n = ungerade

e antisymmetrisch: ¢, (x) = —¥,(—x) n = gerade;

dies gilt allgemein, wenn Potenzial V(z) = V(—z) symmetrisch ist.

> Wabhrscheinlichkeitsdichte |, (z)|? hat Biuche und Knoten.

> )y(x) (bzw. kleinstes n) heifit Grundzustand; Grundzustands-WF besitzen keine Knoten.

Beispiel (Zwei Abschitzungen:):
i) Stark vereinfachtes Atommodell: me ~ 107%kg, a ~ 107%m ~

E, ~15-1008n2Ws, E, — E; ~ 45-1078Ws ~ 30eV

ii) Staubkorn: me ~ 1071%kg, a ~ 10°°m = 1um ~ E, ~ 1.4-107% n2Ws
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3. FEindimensionale Probleme

3.2. Endlicher Potenzialtopf

> Potenzial:

Vo) 0 —a <z <a / //
T =
Vo lz| > a / s
/
> (Gesucht: Losung ... Wie zuvor.

i) —z <2z <a, V=0 ~ Losungen siehe vorn;  ¢(z) = A coskx + B sinkz, k = /22F
(i) |z > a, V =V,

h2 02
%8—;5 — (Vo — E)¢(z) = 0 o Y(x) = Ce + De "7, C, D ...Konstanten
C =0 T > a R - _\/Qm(VO—E)
D0 v —a sonst nicht normierbar K = =
> Randbedingungen: v (x) und dl’d—gl) stetig !
a: A coska + B sinka = Der@ )
—kAsinka + kB coska = —xDe "¢ > k tanka = k fuer C =D und B =0
—a: A coska — B sinka = (e ha k cotka = —k fuer C = —-D und A =0
kAsinka + kB coska = xk(Ce "¢ )
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3.2. Endlicher Potenzialtopf

> (Gemeinsam mit

2mE 2m(V, — E)
=T ’"”:\/ 12

sind damit die Energieeigenwerte (Energieniveaus) und die zugehorigen WF eindeutig festgelegt; siehe Bilder ...
tibernommen aus http: //hydrogen.physik.uni-wuppertal.de /hyperphysics/

> Losungen ... siehe Lehrbiicher.

[= ] (e n]
! n=6,88.8 eV

Ug= B4eV
oo oo n=5,61.7 8V — Nh=6,633eV __
_n=5.48.7 eV
n=4, 39.5 eV
n=4, 30.5 eV
n=3, 22.2 gV
— n=3, 174 eV
n=2,987eV n=2,7.76 eV
n=1, 2.47 eV n=1,1.95eV
Unendlicher Endlicher Topf
Potentialtopf |+— 0.39 nm—»|
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3. FEindimensionale Probleme

3.3. Potenazialstufe

> Anschlufbedingungen:

Yi(a) = tu(a)
Yi(a) = tpla)

di(a) _ Ynla)

(@) Pu(a)

Stetigkeit der logarithmischen Ableitung

> Diese Argumente sind allerdings ungiiltig, wenn das Potenzial selbst -férmig ist

Ebene Potenzialstufe:

> Potenzial:

0
Viz) = V,0(z) = {

> SG in beiden Bereichen:

2 2mE
0%y
I) 7~z ¥
2 2m(E — V)
0%y o
H) a2 K2 ¥

46
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3.3.a. Teilchenenergie oberhalb der Potenzialstufe
> SG:

omE
) W k2 = 0, ko= / ”';;

2m(E — 'V,
1) W+ = 0, P ELIEESR
> Zwei Schwingungsgleichungen mit den Fundamentallosungen:
: , k x <0
ezKa:) e—zK:z:7 K =
q x>0

> Einfallendes Teilchen von ’links’ mit normierter Amplitude e’**

Y = M 4+ Re ke ... Reflexion

Yy = T e ... Transmission

(x) = O(=2)¢r + O(z) ¢n

3.3. Potenzialstufe
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3. FEindimensionale Probleme

R und T folgen aus Anschlufibedingungen bei z = 0

k —
1+ R =T — R=-—1
k+q
2k
k(1 — R) = iqT T = ——
( ) = iq P
, k—q _, 2k .
x = O(—z) e* + O(—z) —L e ™ + Oz e'?”
V() (~) (~a) o @) e
> Wahrscheinlichkeitsstromdichte:
. o h * 1/ *!
j@t) = 5= [ - vyl
]I(x> — i [(efikx 4+ R eikaz) ik (eikx - Refika:) o CC} — i [Z/C (1 . ’R‘Z o R672ikm + R 62ikx)
2mi o 2mi
hk
= E (1 - |R|2) = jeinlaufend - jreﬁektiert
h
jII(CC) - Eq |T|2 = jtransmittiert

> Reflexions- und Transmissionskoeflizienten r und ¢t :

jreﬂekt. _ ‘ng; - jtransm. _ %’T’Q

Jein Jein
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3.3. Potenzialstufe

Anmerkungen:

> Teilchen wird mit Wahrscheinlichkeit r reflektiert; klassisch tritt keine Reflexion auf

Reflexion ist ein Wellenphédnomen, analog zur Lichtreflexion an Grenzflachen mit verschiedenen Brechungsindizes.

> Grenzfall: FEF >V, E — o0

q — k: R — 0, T — 1

Reflexion verschwindet asymptotisch.

> FErhaltung der Teilchenzahl:

bk Bl Ak hq
= — (1 — R2 = = — T2 =7 ~M ein = Jrefle trans
JI m ( ‘ |> m(k:+q)2 m| | JII J Jreflek + Jt
o 00
ot or  Or

0 ~ J = const.
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3. FEindimensionale Probleme

Poentelab.fe

* — YL

o /

BN 72 —— |

LH \ 1 [
\ fLE

0 B—— om

o as 1 1.8 2 28 3 0

Elmrn -4 -2 4] 2 4

Bilder: siehe http://wwwex.physik.uni-ulm.de/lehre/ap-2012/

3.3.b. Teilchenenergie kleiner als Potenzialstufe, £ < V,
... siehe Ubungen.

Grenzfall: Unendlich hohe Schwelle, V, — oo ... siehe Ubungen.

K — 00, T =0, R = -1 — Yr(z) = pikr _ p—ikx _

dies entspricht der allgemeinen RB einer unendlich hohen Schwelle: Y |schwelle = 0
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3.4. Quantenmechanisches Tunneln (Tunneleffekt)

3.4. Quantenmechanisches Tunneln (Tunneleffekt)

Qualitative Diskussion

i) Losungen fiir £ < Vi ; Oszillationen im erlaubten Bereich

i) Losungen fiir V) < F < V,

e zentraler Bereich: sinusformige Losungen mit &k = /2m E/h?
e klassisch verbotener Bereich: exponentielles Abklingen
o |z| > b: erneut sinusférmig, jedoch mit kleinerem k' =

Tunnel-Effekt: Quantenmechanische Teilchen kénnen Potenzialbarierren durchtunneln.

Transmissionsamplituden und Tunnelwahrscheinlichkeiten

> Sei T'(F) die Transmissionsamplitude fiir das Durchdringen eines

V2m (E — Vi) /2

Potenzialberges, dann kennzeichnet
IT(E)|* ... Tunnelwahrscheinlichkeit 1

> Tunnelwahrscheinlichkeit fiir Potenzialstufe

T = exp{-42m(V, - B) 7}

> Tunnelwahrscheinlichkeit fiir kontinuierliche Potenzialberge

51



3. FEindimensionale Probleme

N
IT(E)|* = Hij\il exp{—%\/Qm (V(z;) — E)} = exp{—2 Z d%\/Qm (V(z;) — E)}

= exp{—Q /ab d%\/Qm(V(a:) — E)} fuer N — oo

Dieses Ergebnis kann auch mit der WKB-Methode gewonnen werden.
3.4.a. a-Zerfall instabiler Kerne

a-Teilchen: 2p & 2n

> Reichweite der Kernkraft: 107 m, Zr ... Kernladung des Tochterkerns, Z, = 2

> Integration der Tunnelwahrscheinlichkeit
a =R, b=k
= R, = 2%
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Bild von: https://de.wikipedia.org/wiki/Alphastrahlung

> Wir berechnen Integral:

2m

b dx
f\/Qm V(z) — E] = ;

exp {

> Zerfallswahrscheinlichkeit pro Sekunde

T (E)*

E

8

V2m Z,, e?

Zr

Y

2R

h

|T(E)

(

VE

3.4. Quantenmechanisches Tunneln (Tunneleffekt)

Rernpoleriial
vird
A
abgtorarndas
anakelarades Coulomb — Potevial
Rernpolenticl Vi) Lfr

v2mFE
2D
h
4 |ZrR
T\ Z,e?

arccos

Hifa dea
‘ Croulomualla
Timnuinfait
- Rodiuc r
Kormradine
i —————
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3. FEindimensionale Probleme

> Zerfallsgesetz:
Zerfallswkt. N

dN = —N- dt = ——dt 7 ... mittlere Lebensdauer N(t) = N,e /7
Sekunde T
2R
= —|T(E)|™?
r = By
> Halbwertszeit: e Tv2/m7 = % ~ Tijp = In27 = 0.6937

3.4.b. Fusion zweier Kerne

> Faktor exp {— % AP 62} ... bestimmt auch Fusionswahrscheinlichkeit.
> Fiir groflere Z; werden Wkt. sehr klein aufgrund der wachsenden Coulomb-Barrieren.

> Fusionsforschungs konzentriert sich auf H, D, T und He.
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3.4.c. Kalte Elektronenemission

> Beobachtung der kalten Elektronenemission ist eine
Bestitigung des gqm. Tunnelns.

> Raster-Tunnel-Mikroskop: ... Messung des Tunnelstromes

‘_

’ L(C n Zon ‘-Q/[l %
/N Aeradhen

H—'—‘“‘“‘S cles T;Ma( Crowes

| “Ff—p

3.4. Quantenmechanisches Tunneln (Tunneleffekt)
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3. FEindimensionale Probleme

3.5. Einschub: Hermite-Polynome

> Funktionen der mathematischen Physik:  Hermite-Polynome, Laguerre-Polynome, Legendre-Polynome, Bessel- und
Hankel-Funktionen, I'-Funktionen, ...

> Erzeugende Dgl. der Hermite-Polynome H,(y) :

j—; — 2ydi; + 2n| H(y) = 0 — H,(y) = (=1)" eV’ [j—; e_y2], n=20,1,2,..
> Nachweis durch einsetzen:
I I L (e B 1 P
—2y H, = —2yd%Hn(y) = (-1"e” [—4y25—; - 2 5;:1] eV
H' —2yH + 2nH, != 0= (-1)" eV’ \[jyn—i + yjyirli (2n + 2) j—;} e_yi

=0, muss verschwinden (x)
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3.5. Einschub: Hermite-Polynome

Betrachten die Klammer fiir n = 0:

d
o (=2y) eV —dyeV 4 2e7Y =0
Y
d dnt2 dn+1 dn o, d(n+1)+2 dn+1 d(n+1)+1 dn+1 i

d.h. die Klammer (= ) ist fiir n =0 erfiillt und liefert fiir a% (] =[]+ "d.h. es ist fiir beliehiges n erfiillt.

> Explizite Darstellung der niedrigsten Hermite-Polynome
Ho(y) = 1 Hi(y) = 2y Hy(y) = 4y — 2

Hs(y) = 8y* — 12y Hy(y) = 16y* — 489> + 12
Alle Hermite-Polynome sind reell.

> Normierungsintegral und Orthogonalitédtsrelation, Vollstandigkeit

+00 400
/ dy [H,(y)? e ¥V = x2"nl, / dye ¥ Hy(y) Ho(y) = V72" 0l 8

o0 0

> Niitzliche Relationen:

0H, H,
H7/1 - = 2n H, 1, yH, = nH, 1 + =
oy 2

> Allgemeine explizite Darstellung:

S

Nmax (_1)1/ ’]’L' o '
Huy) = > (0= 201 (29)" %, Nmax < =, integer

()
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3. FEindimensionale Probleme

3.6. Harmonischer Oszillator

> Allgemeine Potenzialfunktion V' (z)

dV 1d*V
V(z) = V(x,) + e, (x — x,) + 3 g | (x
Viz) = %xg = %wsz, W = %

> Stationare SG:

B2
(—%@ T %oﬂ gﬂ) b(e) = Ev()

> Gesucht: Erlaubte Energieniveaus F und stationére Zustédnde (z) .

Ao

N

Bedeutung des harmonischen Potenzials

> Vereinfachung durch Substitution der Variablen: ... liefert vereinfachte SG fiir u(y) = ¥(z(y))

2F . mw

o = —
hw’
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Untersuchen zunichst Verhalten fiir y — +o00, 7?2 > o

d(y) ~ oy u(y) = u(y) ~ eV (y — +o0)

. . . . 2 .
Fiir normierbare Losungen ist nur e~ ¥ /2 geeignet.

> Ansatz: ... Dgl. fiir v(y)
u(y) = vly) e = ["(y) = 290/ (y) — v+ v+ av -
d? d
< — — 2y — -1 =0
=g+ - D))
> Losungen zu dieser Gleichung:
e Potenzreihenansatz: V=D A Y™
e Scharfes Hinsehen: {j—; — Zydily + 2n} H,(y) =0 ~ a=2n+1 =

3.6. Harmonischer Oszillator

y v

e Energiewerte des Oszillators: FE = %‘" (2n + 1) = (n - %) hw, n=20,1,2, ..

> EF folgen aus Riicksubstitution und Normierung:
Yalr) = uly(w)) = e ¥/ Hy(y(x))

Jdz [n(2)? =1

] e V2 —
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3. Eindimensionale Probleme

> Normierte Losungen der tiefliegenden Zustéande:

2

/4
vla) = ()" exp (— m;h)
1/4 /4 2
= (0" () s (252)

) = ()" (%) 1] ep (- 72)

A ___H'fi!l
2 | £ PPl
- by S o
PR, o - e & 5 il Y
g - . 11, ix)
A | Lo, Sl
——_ ~- -
N ,.-k —
' "
- I.I'-’i!J
‘—..__ i)
- L l.'”:l
Wix!

Bild von: ... https: /de Wlklpedla org/wiki

Anmerkungen:

i) QM liefert (erneut) diskrete, dquidistante Energieniveaus mit Energieabstand hAw

i) Grundzustandsenergie: % hw Nullpunktsenergie
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3.7. Paritét eindimensionaler Lésungen

i) Beispiel: Zweiatomige Molekiile
e Schwingungsspektren bei Schwingungen um die Gleichgewichtslage

e emittierte und absorbierte Photonen haben eine Energie, die ein Vielfaches von hw ist.

iv) Klassischer Grenzfall:

}AE = hw ~ 107" Ws?.10%/s = 10 Ws = 10° K

3.7. Paritat eindimensionaler Losungen

> Paritédtsoperator P ist definiert durch: Py(x) = Y(—x)
EW und EF:

A=1: (—x) = YP(x) gerade
Piy(x) = \p(x
v(@) v — A= —-1: Y(—x) = —¢(x) ungerade
> Fiir symmetrische Potenzial V(z) = V(—z) gilt:
PV(zx) = V(z)
PHOw) = H(—z)¢(—2) = H(x)(o(—z) = HPo(x) v o(x)
H,P| = 0

Fiir symmetrische Potenziale vertauschen H und P
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3. FEindimensionale Probleme

> Zeitunabhéngige Losungen der SG:

H(z) = E(x) }

P Hy(—z) = E¢(—x) ~>  (z) und ¢(—x) ...sind Lsg. zum gleichen EW

77bg,u<x> = 77&(56) + 77D(_ZE)

> Fiir symmetrische Potenziale konnen wir allgemein stets ein Basissystem stationdrer Zusténde wéahlen, das nur aus
geraden und ungeraden Funktionen besteht.

Inbesondere, falls E nicht entartet: EF sind automatisch gerade oder ungerade.

3.8. Diskussion der 1-dimensionalen SG

Qualitatives Verhalten: (\/

sG: LY = 2 (V(z) — E) ¢(x) Visan

dx?

i) V(z) — E >0 — Y"(z) und 1 haben gleiches Vorzeichen.

~ 1) ist konvex zur z-Achse bzw. von z-Achse weggekriimmt.

A
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3.8. Diskussion der 1-dimensionalen SG

i) V() — F <0 — Y"(x) und v haben verschiedenes Vorzeichen.
~» 1) ist konkav zur z-Achse bzw. zur z-Achse hingekriimmt.
P

Fiir gegebenes Potenzial daher 3 Fille:

a) B < Vo ~ V() — E >0 iberall, d.h. Losungen miissen im Unendlichen divergieren.
~ keine normierbaren Losungen.

b) Vam < F < 0

e auflerhalb WP: Losungen von z-Achse weggekriimmt; ~ eThrT, Kk = W
e innerhalb WB: Losungen zur z-Achse hin gekriimmt; ~ COS (T, q = M
Bestimmung gebundener Zusténde: Losungen mit korrektem Kriimmungsverhalten finden, die an allen WP stetig

in ¥(z) und ¥'(x) sind und die normierbar bleiben.

c) FE >0
links : Y = e 4 Re ik
_ ausserhalb des Potenzials
rechts : Y = e
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3. FEindimensionale Probleme

> Im Potenzialbereich ist die Losung komplizierter, da wir allgemein eine effektive Wellenzahl Z(z) <k haben werden.

> Zwei Konstanten R und T erlauben dennoch, dass die Losung von ¢(z) und ¢'(x) fir o = xy stetig ineinander
iibergehen.

> Zustandsdichte ist allgemein jedoch verschieden gegeniiber ebenen freien Wellen

n(k) = %Ef) ... Ableitung der Phasenverschiebung; siehe QM II

3.9. Aufgaben

Siehe Ubungen.
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4. Unscharferelationen

Heisenbergsche Unschirferelation (von Ort und Impuls):  Ort und Impuls eines gqm. Objektes kénnen gleichzeitig nicht
beliebig genau gemessen werden.

h
Ax-Ap > —
Lrap = 35 Orts-Impuls—Unschérfe

4.1. Schwarzsche Ungleichung

> Skalarprodukt: (o] ¥) = [dPz ¢*(x) Y(x)

> Dann gilt auch Schwarzsche Ungleichung

(ol V) < (B 9) (W] )
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4. Unschérferelationen

4.2. Allgemeine Unscharferelation

> Erwartungwert der Observablen A : (A) = (V| AvY) = (AY | )
> QOperator zur mittleren Abweichung (Schwankungsquadrat): (A — (A)? = (A — A)? hat Erwartungswert:

((A = (7)== (a4 = / Pz (1) (A = (A) ¥(@) = ($] (4 = A)?p)
> Falls A und B hermitesch, dann auch (A4 — A)? und (B — B)? hermitesche Operatoren.

Diskussion des Produktes:

) (AA)?(AB)?:
(AAP(AB)? = (W|(A = AP (0| (B = B*v) = (A= A)¢| (A~ A)yp) (B~ B)v|(B — B)v)
> (A = A)¢| (B - B)v)[

iy AB = 1(AB + BA) + (AB — BA) = {{A, B} + L[A, B):
4 o4 n 1 1 1 1
Operatorprodukt zweier =  hermitescher Operator + antihermitescher Operator
hemitescher Operatoren (reelle EW) (imagindre EW)
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4.3. Energie-Zeit Unschérfe

i)
2
_ _ 1 _ _ 1 _ _
(A= AelB =B = (11l - A, B-B]ef + 1 |@{A-A) B -5}
>0, reelle EW, hgrrmitescher Operator
2
> 2 |@ila -4, B -B)v)
imaginaere EW, anti?lgrmitescher Operator
Kurz (i) und (ii) ergeben gemeinsam
1 1
AAAB = S [(w]lA Bl = 5 [{[4, B

allgemeine Form der Heisenbergschen Unschérferelation

Alle Operatoren, die nicht miteinander vertauschen, kénnen gleichzeitig nicht beliebig genau gemessen werden.

Beispiel (A = z; und B = p; = —ih%:): dann Awz; Ap; > géij

4.3. Energie-Zeit Unscharfe

> AFE At > h .. Energiedifferenz zu Zeiten, die um At auseinanderliegen; At ... Zeitdauer.
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4. Unschérferelationen

> FEnergie-Zeit Unschérfe tritt oftmals als ’scheinbare’ Verletzung der Energieerhaltung innerhalb eines kleinen Zeitin-
tervalls auf.

Beispiel (Durchgangsdauer eines Wellenpaketes:):

A dFE d 2
Energieunschaerfe: AFE = pP2p aus — = — P
m dp dp \2m
A A
Zeitunschaerfe : At = r_ et Ax ... Ausdehnung des Wellenpaketes
Vo D

~ AFE-At = Ax-Ap 2 h

Unschérfe der dynamischen Variablen FE ist mit einer fiir die Verdnderung des Wellenpaketes charakteristischen Zeit
verkniipft.

Beispiel (Dauer einer Energiemessung und Unschirfe): At = A/AE.

e Energiemessung mit Genauigkeit A F erfordert mindestens die Zeit At = h/AE.

e Je genauer die Energiemessung sein soll, umso langer dauert sie.

Beispiel (Lebensdauer und Energieunschirfe): Eine endliche Lebensdauer eines angeregten (Quanten-) Zustandes

(z.B. angeregtes Atom, radioaktiver Kern) ist immer auch mit einer Energieunschéirfe der emittierten Teilchen verkniipft
(Photonen, a-Teilchen)

AFE =

72 ... Lebensdauer
-
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4.4. Gemeinsame Eigenfunktionen kommutierender Operatoren

f /)

L

4.4. Gemeinsame Eigenfunktionen kommutierender Operatoren

> Betrachten Operator A mit EF 4, (z), dann beliebige WF

P(x) = Z Cn Yn(x), cn = (Un| W) ... Fourierkoeffizienten

Zwei zentrale Sétze zur Klassifizierung von Quantenzusténden:

a) Gemeinsames System von EF: Sind A und B zwei hermitesche Operatoren und der Kommutator [A, B] = 0,

dann haben A und B ein gemeinsames System von EF.

> (Transformations-) Matrix C' = (cx;) = CT = C7* ist hermitesch und kann dadurch durch eine unitére

Transformation auf Diagonalform gebracht werden:

7

¢ = Z Ui U
k

vtcu = ¢c® = (C‘(D) 5,-k) d.h. ... Linearkombinationen :
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4. Unschérferelationen

sind EF zu A und B mit EW a und C = (C’-(D) 5Z-k) .

7

b) Vertauschbarkeit der Operatoren: Sei {u,(x), n = 1,2,...} ein vollstindiger Satz von EF zu den Operatoren A
und B mit EW a,, b, , dann gilt umgekehrt auch [A, B] = 0.

(A, Bl¢y = ABt, — BAY, = (anby — bpay) ¥y = 0

Folglich gilt auch fiir alle ¢ = > ¢, ¢y,
[A, B]y = 0 = [A, B] = 0

d.h. alle Observablen, deren zugeordnete Operatoren miteinander kommutieren, kénnen gleichzeitig scharfe Mefiwerte
haben.

> Beispiel: x,y,z oder p,,py,p. aber nicht: z, p,; ...

> (Def.) Ein vollsténdiges System von EF zum Operator A heiffit auch Basis von A.

c¢) Vollstandiger Satz von Operatoren: Eine Menge hermitescher Operatoren A, B, ... heifit ein vollstéindiger Satz
von Operatoren, wenn:
e alle Operatoren paarweise miteinander kommutieren und
e das gemeinsame System von EF nicht mehr (in allen EW) entartet ist.

Diese zugehorigen EF kénnen dann anhand der EW a,b, ... bzw. den zugeordneten Quantenzahlen klassifiziert
werden: Vab..

> Ist A = f(B,C,..) eine Funktion der Operatoren B, C),.. eines vollstéindigen Satzes, so hat A auch diesselbe Basis
von EF.
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4.5. Aufgaben

d) Jeder Operator A, der mit einem vollsténdigen Satz von Operatoren paarweise vertauscht, ist eine Funktion dieser
Operatoren.

A wb,c,... = a wb,c,...
A(B,C" ). = albc,...) by, ... und fuer alle Linearkombinationen
~ A = A(B,C,..)

> Vergleiche mit Postulaten der QM:

> Nichtkommuticrende Operatoren: ... dann Anderung bei jeder Messung.

Beispiel (Vollstindige Sitze von Operatoren):

e 1-dim Potenziale: xr oder p

e 1-dim, symmetrische Potenziale V(x) = V(—x): x oder p oder H,P

e 3-dim Potenziale: x = (z,y,z) oder p

e 3-dim, sphérisch-symmetrische Potenziale V' (r) : x = (x,y,2z) oder p oder H, L2 L,

4.5. Aufgaben

Siehe Ubungen.
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5. Drehimpulse in der QM

5.1. Vertauschungsrelationen; Drehungen im Raum

> Bahndrehimpuls: L = r X p kann mit den bekannten Korrespondenzen auch qm. interpretiert werden

L =rxp=rx(—-ihV)

y0., — 20,
= —ih | 20, — 20, | = —ih[e;(y0. — 20y) + €,(20, — ©0,) + e, (x0, — y0O,)]
r0y — Yo,
L; = € xjpr, Einsteinsche Summenkonvention

> ¢ heifit vollstdndig antisymmetrischer Tensor 3. Stufe

1 fuer alle geraden Permutationen von 1, 2,3
€ijk = -1 alle ungeraden Permutationen
0 sonst.
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5. Drehimpulse in der QM

5.1.a. Vertauschungsrelationen

> Bahndrehimpulskomponenten: ... and allgemeiner

L., L)) = (=ih)? [(y0. — 20,) (20, — 10.) — (20, — 20,) (y0, — 29,)] = (=ih)* [yd, — x9,] = ihL,

[Lx, Ly] = 1h Lz: [Lu L]] = 1th Eijk Lk,
[Ly, Lz] = 1h Lx, [Ll, I’j] = 1h €ijk Tk,
[LZ, LI] = Zﬁ Ly, [Li, pj] = Zh Gijk Dk,

> Der Drehimpulsoperator L ist der Generator (Erzeugende) von Drehungen, da der

i i e g
Us, = expyz0p-Ly =~ 14+ —dp-L ~ U‘lzlj_&p:UJr : NL o
h h Q xt XN
eine infinitesimale Drehung um d¢ erzeugt. = e
'l
> Drehungen konnen in zweierlei Weise betrachtet werden: V =V &f XV
aktiv: Ein Vektor bzw. Funktion v wird um einen Winkel d¢ gedreht.
passiv: Die neuen Koordinaten des Vektors entstehen durch eine Drehung des Koordinatensystems um — d¢p

> Betrachten Drehung als passive Transformation, d.h. WF
YP(r) im System S — Y(r') im System S’.
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5.1. Vertauschungsrelationen; Drehungen im Raum

5.1.b. Operatoren im gedrehten System S’

A = UAUY = 1+%5¢-L A<1 . %&p-L) — A4+ %wmmm,A]
d¢m Lim

Operator A’ hat im gedrehten System S’ auf ¢ (r’) diesselbe Wirkung, wie A im System S auf (r).
5.1.c. Speazialfille

i) A sei skalarer (drehinvarianter) Operator, d.h. A" = A und somit: [Li, A] = 0 fiir ¢« = 1,2,3.

> Beispicle:  Drehinvarianter Hamiltonoperator H = % + V{(r), p?, L?

ii) v ... sei Vektoroperator, dann Transformation bei Drehungen:

1
vV = v + dp x v, Vi = Vj + €jm 0Pk Vm = U + ﬁdgok (L, vj]
[Li, Uj] = iheijkvk

> Beispicle: L, x, p
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5. Drehimpulse in der QM

5.2. Eigenwerte des Drehimpulses

> Kein gemeinsames Basissystem zu L, L,, L,
> [L2, L] = 0, = 1,2,3
... gemeinsames Basissystem fiir Quadrat des Drehimulses L und cine Komponente, gewohnlich L, .

> Leiteroperatoren: Ly = L, + 1L,
LT = L4, Ly, L] = 2hL,, L., Ly] = thL, £ hL, = £hLy
[L?, Li] = 0, LyL_ =L+ L+ hL.

L> = L2+ L +L?=1L,L —hL.+L?=0L L, +hL. + L

> Figenwertspektrum von Drehimpulsen:
1 5
¢ = 0,1, 2, .. oder ¢ = 2 3 m=¥(, 0—1, ..., —0+1, —/L

Die Drehimpulseigenwerte ¢ sind stets ganz- oder halbzahlie und die m-EW liegen in ganzzahligen Schritten
O o) o) @) O O

zwischen —/, ..., (.
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5.3. Eigenfunktionen des Bahndrehimpulses

5.3. Eigenfunktionen des Bahndrehimpulses

5.3.a. Bahndrehimpulsoperator in Kugelkoordinaten

> Kugelkoordinaten:

r = re,
V—e§+elg+e L9
T or ' o0 7 rsind Op
L = —ithrxV
0 0 0 0
L, = —ih (—smgpa—ﬁ — COos cotﬁﬁg[)) L, = —ih <Cosgoa—q9 — sing cotﬁéw)
o, ; 0 0

L, = —zh%, Ly = he*?¥ (ia_ﬂ + zcom}‘%)

o o[ 19 (. D 1 o
L7 = ~n [811119 a0 U85 ) T a2 an
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5. Drehimpulse in der QM

5.3.b. EW-Gleichungen

> EW-Gleichungen:

2
L%y, = —R? [ L 0 <sin192) + L 9 ]Wm

sind v oY sin? ¢ 5’—902

G,
szﬂm — _Zh8_¢£m — hmwﬁm
¥

> Verwenden Separationsansatz: (¥, @) = ®(¢) O(V)

d(p) = €'™m?, Stetigkeit (@ +27m) = P(p),

m, ¢ miissen ganzzahlig sein:

> Kinsetzen von Vom = €™¥O(9) liefert Dgl.

1 0 . 0 m?
[Sinﬁﬁ_ﬁ (51m9 8_19> e +(l+1)| ©(Y) =0
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5.3. Eigenfunktionen des Bahndrehimpulses

5.3.c. Losungen der EW-Gleichungen

> Normierte Losungen:

(m+|m])

(mtjm) o204 (0 = |m)M?
wém(ﬁu 90) — nm(ﬁv@) - (_1) 2 Pg‘«,,L‘(COSﬁ)e i ( ’ |)

4t (0 + |m])!

Py(x) heiflen assoziierte/zugeordnete Legendre-Funktionen

m o dm (=) . d"m (sin* )
Pi(z) = (1-127) dx—mPg(x), Pyn(cost) = St pr Sin v P T m > 0
> Legendre-Polynome Py(x) :
1 do ¢ (=1)¢ df sin* v
P) = g @ =0 = 30T Teord

> Rekursionsrelation der Legendre-Polynome:
> Ortogonalitéit der assoziierten Legendre-Polynome:

> Symmetrie der assoziierten Legendre-Polynome:

5.3.d. Erinnerung: Kugelflachenfunktionen
Siehe ED-Vorlesung.

> Die Kugelfunktionen Y},,(1J, ) bilden ein vollsténdiges, orthonormales System von Eigenfunktionen der Operatoren
L und L,.
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5. Drehimpulse in der QM

> Zu jedem (¢ gibtes (20+1) EF mit EW m = —¢, —(+1, ..., (.

> Die Drehimpulskomponenten L, und L, sind in den Zustédnden Y, nicht-diagonal, jedoch ist

L, = (Yo |La| Yem) = 0 = Ey5 (ALx)27 (ALx)z >0

> Raumspiegelung (Inversion): x — —xX, D, 0 = m—19, p+7
P}/lm(ﬁa 90) = Yim(ﬂ - 19790 + 7T) - eimﬂ (_1)£+|m| vam(ﬁagp) = (_1)6 Yim@%@)

gerade ¢ gerade Y56, oI
Yzm = .

ungerade ¢ ungerade

e

Yo o) vl o)
€3

5.3.e. Physikalische Notationen:

Physikalische Bezeichnung der EF 'ng'_wz L ?HE et or
€ ¢ e
> (=0 s-Orbitale b L
- 01 Orbitale Yo reel (reel (v e
: e 2 2 @
> ([ = 2 d-Orbitale e © t y
> (>3 f, g, h, i, j, ...-Orbitale

Polardiagramme der Kugelfunktionen:

> Hiufige Darstellung als Polardiagramm |Y7,,(9,0)>? = [0(9)|?
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> Mitunter werden auch Linearkombinationen verwendet:

1 3
Pz = —E(Yu — Y1) \/E in1 cos

= S
1
Dy \/§z( 1+ Yi) “4% sin ¥ sin

/3
P, = EcosﬁzYm

w

p, — Orbital

py — Orbital

5.3. Eigenfunktionen des Bahndrehimpulses
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5. Drehimpulse in der QM

'Y; = ¢osd sind sing

Bilder von: http://mathworld.wolfram.com /SphericalHarmonic.html; www.tau.ac.il; journals.plos.org/plosone

5.4. Aufgaben

Siehe Ubungen.
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6. Dreidimensionale SG; Zentralpotentiale

Zur Erinnerung:

SG:

ih%¢(x, t) = Hy(x,t) bzw. fuer H # H(t)

Hy(x) = Ey(x) stationaere SG

(-l v avimbow = {0 2 - 20— 0 4 Vi) | vlons) = B oo

2m 2m 02?2 2m Oy? 2m 072

Gesucht:  Losungen der stationdren SG mit den RB

U(x,y,2)

o 9 ¢
ox’ Jy’ 0z?

seien stetige Funktionen

P [p(z,y, 2)? existiert
¢(xayaz> normierbar f (2, y, 2)]
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6. Dreidimensionale SG; Zentralpotentiale

6.1. Separation in kartesischen Koordinaten

> Betrachten spezielles Potenzial: ... und Separationsansatz, falls Potenzial separierbar
V(x) = V(z,y,2) = Vi(z) + Valy) + Vi(z), (x) = X(2)Y(y) Z(2)
h2
{—2—V2+V(x)} XYZ =EXYZ | - XYZ
m

e e ) g e 0]+ | e

> Separation liefert:

v+ By + B35 = F bzw.
R 0% X(x) K 0Y(y)
R 0? Z(z)
ETZE i 26) = B 20
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6.1. Separation in kartesischen Koordinaten

6.1.a. 3-dimensionaler (oo -tiefer) Potentialtopf

> Potenzial:

0 —a<0<a -b<0<b —-—c<0<eg
Vz,y,z) =
00 sonst
1 ny mw I
X(a) — 7 Ccos (W x) ny = 1, 3, 5, ... ungerade
\/% sin (% x) ny = 2,4, 6, ... gerade

und analog fiir Y(y) und Z(z) mit den natiirlichen Zahlen n, und nj .

> (Gesamtlosung:

g no ns
Eninany = gom (? et ?)
" ( ) 1 CoS (m 7 ) COS (n2 ™ ) COS (n3 ™ )
nyngns\ L, Y, 2) = . -z . a1 . _ ~
vranalt Y Vabc | sin 2a sin T sin 2c

cos(...) ... falls n; ungerade; sin(...) ... falls n; gerade

> Beobachtungen:

> Grundzustand:  ny = ny = ng = 1, d.h. Y111 hat Energie Fi = R (i + L+ 1)
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6. Dreidimensionale SG; Zentralpotentiale

> Entartung: ... fir symmetrische Potenziale, z.B. a = b: E, 0, = frrf (”1+"2 + ), Eion, = Eoip,.
> Und umgekehrt: Entartung der Energieniveaus ist haufig mit einer Symmmetrie des Potenzials verbunden.
> Vorsicht jedoch ! V190,12 # V2110, ]2
> Nach Energiemessung: [V1920,* + |¥210,]* ... im Mittel aufgrund der Symmetrie des Potenzials.
6.1.b. 3-dimensionaler harmonischer Oszillator
> Potenzial:
a b m
V(z,y,2) = —a* + ~9* + c2 = e (wi2® + wiy® + wi2?)
2 2 2 2
R 02X (x)  me a
— + S a? X = E X(2), w; = —;
2m  Ox? 2 1 (%) 1 X (@) ! m

> (Gesamtlosung:

1 1 1
B nyn, = hwy <n1 - 5) + hws (nz + 5) + huws (ng - 5)

77Dn1 na N3 (ZE, y? Z) - HIM (:Z,) an (g) Hﬂg (5) e %(iQ " ’!72 - 22) HTL HermiteSChe POlynome
- m Wi . ~ mwy s mws -
h ) y h y? h Y
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6.2. Separation der SG in Kugelkoordinaten

6.2. Separation der SG in Kugelkoordinaten

> Kugelsymmetrisches Potenzial, Zentralfelder: V = V(r) v (109, ) Kugelkoordinaten
> Laplace-Operator in Kugelkoordinaten:

0 0 0 0

- r2or or r2 sind OV oV r2 sin?d dp? 12 or or h2 r2

> SG in Kugelkoordinaten:

{_h—2V2 + V(X)} v(x) = Ev(x)

2m

R [1 0 %) L’
U Lror (7o)~ aa] + VO 00 = Betog

n: [ 0? 2 0 L?

2m 2m r?

87



6. Dreidimensionale SG; Zentralpotentiale

> BEF zu L? sind die Yy, ’s, daher Separation

W i.9) = ROVYinl0,9) = T ¥, (0, )
[—% (aa_; %%) " % " V(r): R(r) = E R(r) baw. mit r(r) = T
[_ 2712 CZZ hQi(j:?l) Vir)| Plr) = E P(r) radiale SG
Bemerkungen:

> H ist ein invarianter Skalar gegeniiber Drehungen, daher: [H, L] = [H, L% = [H, L.] = 0

H, L% L. besitzen ein gemeinsames System von EF bzw. sind gemeinsam diagonalisierbar.
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> Analog zur 1-dim SG

... falls die Terme aufgefaf3t werden als
R 00+ 1)

6.3. Das Wasserstoff-Atom (H-Atom)
5y 72 + V(r) = Vg ... effektivesPotenzial \\ - 5.2
(Zentrifugalpotenzial)
> Rand- und Normierungsbedingung fiir P(r) :
a
i <
Tlim [P(r)]

bzw. P(r) muf fiir grofle r stirker als mit 1/4/r abfallen.

P(r —0) = 0, denn sonst wire Ay = VQ@MZ
> |P(r)]? dr

- (N

~~

~~

d(r) P(0) unendlich.

... Wkt., das Teilchen in einem gebundenen Zustand im Intervall r...r 4+ dr zu finden, denn

T 27
PP dr = |R)Prdr / 49 sind / 4 | Vi (0, 9)|2.

7

TV
Normierung der Kugelfunktionen

/oodr IP(r)]*? = 1
0
6.3. Das Wasserstoff-Atom (H-Atom)

> Zentralpotenzial zur Coulomb-Wechselwirkung:
> Annahme:

Vir) = — Z£
radialen SG gilt jedoch auch, wenn fiir die Elektronenmasse m, — u =

dme, T

me MN
Me + My

Elektron bewegt sich im Kraftfeld des im Koordinatenursprung festgehaltenen Kernes; gleiche Form der

< m, verwendet wird.
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6. Dreidimensionale SG; Zentralpotentiale

6.3.a. Allgemeine Aussage iiber die Existenz von Bindungszustdnden

Fir ¢ = 0 o Veg = V(1) o gerader Bindungszustand.

Existenz eines 1. angeregten Zustandes setzt Mindeststiarke des Potenzials voraus; Zentrifugalterm ist abstoflend ...

i) Grenzfall: » — 0

R R R+ )
2m, dr? 2m r?

P(r)y =0 gDgl. 2. Ordnung

P(r) = Ar*™ + Br™* B # 0  unzulaessig fuer 7 —0

Pir—0) = " (a, + a1r + ..

ii) Grenzfall: » — oo

R d?
T P(r) = E P(r) Exponentialansatz
1
P(r—o00) ~ €™ K = ﬁ\/Qm(—E), E < 0, gebunden
e nicht normierbar; unphysikalisch
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Variablensubstitution: p=krr=1+2m(—E)r
d? ((+1) Vp/k) |
R i e K
d? 00+ 1 Po |
dp p p ]

6.3.b. Radiale Schrédinger-Gleichung

Losungen mit Hilfe eines Potenzreihenentwicklung:

6.3. Das Wasserstoff-Atom (H-Atom)

, V Po e Z K 2m Z e?
mit : —_— = ——, Po = ——=— = 4|

E p B [El R

Ansatz : P(p) = p'tle ™ F(p)

(ebenfalls reduzierte) radiale SG fiir Coulomb-Potenzial

> Finsetzen liefert Dgl. 2. Ordnung fiir F'(p) ... und Losung mit Hilfe eines Potenzreihenansatzes:

d* F(p)
dp?

oo

+2(l+1-p)

(0.9]

=20+ ) F = 0 Flo) =

k=0

S ar [k(k=1)p"" 200+ 1) kp = 2k0" + (o — 200+ 1)) 0] = 0

k=0

k(k+1) + 20+ 1) (k+1)] ags1 +  [-2k + (po — 2(+1))] ap = 0
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6. Dreidimensionale SG; Zentralpotentiale

> Rekursionrelation:

2(/{:4—6—1—1)—,00 ki1 2
= . f k — : —_— — -
Wl = k) (kr2tr2) e > a K
> Vergleich mit Entwicklung der Exponentialreihe liefert ebenfalls:
e?r = i L (2p)" — Tkl 2 — F(p) — é** nicht normierbar
—0 k! ap k—oo k k—o00
> muf fiir endliche k& abbrechen; d.h. F(p) ist ein Polynom N-ten Grades.
Abbruchbedingung: ayi1 = ayi2 = ... = 0 ~ po = 2(N+4+1), N =0,1,2,..
6.3.c. Eigenwerte und Energien
> Hauptquantenzahl n = N + ¢ + 1: ... bzw. radiale QZ ... N
> Wir erhalten mit p, = %”lZTeQ = 2n
m Z? el
En:—m n:1,2, ; 620,1, n—l,
> Entartung der Eigenwerte FE,
e Hauptquantenzahl: n =12 ..
e Drehimpulsquantenzahl: ¢t =01,....n—1
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6.3. Das Wasserstoff-Atom (H-Atom)

e Magnetische QZ: m = —{, —(+1, .., ¢
(n=1 (=0 (s—Orbital) m=0 FEy 1 —fach
n=2 (=0 (s) m =0
n—1 _ (=1 (p) m=—1,0,1 E, 4 —fach
n(n —1) 5 » 2
20+1) = 2 =
H( 1 > TP Y a=3 =0 (s m=0
(=1 (p) m=—1,0,1
(=2 (d) m=-2,—1,0,1,2 E3 9 — fach

n?-fache Entartung

> Bei zusitzlicher Beriicksichtigung des Spins gibt es fiir jedes (7, ¥, ) zwei Elektronen bzw.
2n? Elektronen fiir jedes n; 2(2¢+1) fiir jede ... (Elektronen-) Schale (nf)

6.3.d. Wellenfunktionen

i) Einsetzen von p, in Rekursion und Riicksubstitution.

ii) Zusammenhang zu einer bekannten Dgl. der mathematischen Physik herstellen.

(2p) dC(ZQSQ + ((20+1) + 1 — (2p)) % + (n+¢) — (20+1)) F = 0 (A)
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6. Dreidimensionale SG; Zentralpotentiale

> Mathematiker sagt: (erzeugende) Laguerresche Dgl. mit den bekannten zugeordneten Laguerre-Polynomen als

Losung:
v L(z) + (1—2)L +rL. =0 =
d* ds . d" — (r!)?
L3 - Lr _ x T T —1 k+s k
o) = g le) = gne e SR A g Coy T

> Diese Polynome erfiillen die Normierungsrelation ... und s-fache Differentiation der Laguerreschen Dgl.:

(2r —s+1) ()3
(r—s)!

e L(x) + (s+1—a)L% + (r—s)LF = 0 (B)

/ de o**t e [Li(2)] =

> Vergleich von (A) und (B) liefert fir s = 20+1, r =n + £ F(p) = AL N 2p), p = kr
> Einsetzen und Riicksubstitution ergibt fiir die gebundenen stationdren Zustéinde des Coulomb-Potenzials

Ut (1,9, 0,1) = e B/t Ry(1) Vi (9, )

Po(r) (n—£—1)! (26)37"/7 ¢ er e
Rn — - _ 2 KT [+ 2
: r 2n ((n 4+ 0)!)3 (267)" € nre (267)
/2om |E 7 2 A A2
o = V2Bl mZe - Z - — 0.529-10 % cm Bohr — Radius
h h2n na m e?
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6.4. Diskussion zum Wasserstoff-Atom (H-Atom)

> Energieeigenwerte: mc® = 0.51098 MeV ... Ruheenergie der Elektronen
m Z* et (Z e)* mc*  , Z* 72 72
E, = BT T A e —Q—nQHaI‘tree: —ﬁRydberg
i ! S feldsche Feinstrukturkonstant
a = — = ommerfeldsche Feinstrukturkonstante
hc 137.037
> Jonisationspotenzial fiir Wasserstoff (Z=1): Fy = —13.6 eV =—-1Ry (Rydberg).

> Wellenfunktionen sind orthogonal:

<¢n€m ‘ 1/)n’€’m’> - /dgx me ’wn’é’m’ - 5nn’ 6%’ 5mm’

6.4. Diskussion zum Wasserstoff-Atom (H-Atom)

6.4.a. Anmerkungen

(i) Radialfunktionen haben N = n — ¢ — 1 positive Nullstellen (Knoten).

(ii) Ru(r) = Puelr) hangt nicht von QZ m ab.

r

(iii) | Ynem)® AV = |Wnem(r, 9, 0;)|? r dr dQ Aufenthaltswahrscheinlichkeit in dr und d2 ;
Integration iiber df) liefert:

|Roe(r)|? r2dr = | Pyl dr ... radiale Verteilungsfunktion
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6. Dreidimensionale SG; Zentralpotentiale

> Explizite Darstellung der niedrigsten radialen WE"

AN
n=14¢=0: Ryp(r) = 2 (Z) e (K — Schale, s — Orbital)
n=21/7¢=0: Roy(r) = 2 (%)3/2 (1 — %) e 7 (L — Schale, s — Orbital, L)
¢t =1: Roi(r) = LS (%) " % e (L — Schale, p — Orbital, Los)
n=34¢=0: Rso(r) = 2 <3%)3/2 [1 — 23Za7“ + 2(25;)2] e 5 (M; — Schale, s — Orbital)
¢ =1: R (r) = 49£ <%)3/2 % (1 — %) e 5 (Mg — Schale, p — Orbital)
(=2 R3s(r) = % (%)3/2 <%)2 e 5 (My5 — Schale, d — Orbital)
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6.4. Diskussion zum Wasserstoff-Atom (H-Atom)

RﬂI(T}
(\fé 1z
[
fat)
[
I‘d’
fi
"2
==
=]
(=
2= 2p 2s
= IE F .'.'_\\_::'--
=< = & b 3d 3
5 / \ p
% E -'"! -'J 3s
— S
35l
L g I T T T I L] T T L ;-. .F---I__' T I T T L] T l T T L] L] I

Sy 10ay 158y, 20a, 258,

=2 1=0 i

> Wellenfunktionen:

wnfm - Rnl(r) nm(ﬁa 90) 2) & Zri 2oy i
4

; 3

Zrjdog | M
) e cos i
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6. Dreidimensionale SG; Zentralpotentiale

> Atomspektren entstehen durch Uberginge zwischen diskreten Niveaus, wobei die Energiedifferenz als Photonen
emittiert oder absorbiert werden.

1 1
o B Bty (-4 L)
m

Ritzsche Kombinationsprinzip folgt unmittelbar aus der SG

Lyman Balmer Paschen Brackett Pfund Energy

SEMEes  Series series SETies series  (Jx 10 -1 ':"J

=g ------- 2 e To=———=- 2 Pt i L E Q.0

n=5 5 5 A I 5

n=4 : : : £ -1.36
| I |

n=3 i i v -242

n=2 ! * 543
i Lyman Brackett
E =R o )
i . e L L
i — ) -t =
i =] - - =t
5 uv vis. IR

—1 9 v -21.26 : :

= 100 1000

lambda (nm}
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6.4. Diskussion zum Wasserstoff-Atom (H-Atom)

6.4.b. Weitere Korrekturen zum H-Atom

i) H-Atom ist Zweikorperproblem: Kern + Elektron ~» Transformation auf Schwerpunkts- und Relativkoordinaten
fiihrt auf das Einkorperproblem mit der reduzierten Masse:

My e ~ _ Me aber : Positronium e e* : _ e
b e +m, 1+ mom, 1.000545 ' T

Korrektur in 4. Stelle

ii) 'Relativistische’ Effekte liefern Feinstruktur, d.h. Korrekturen von der Gréfie o?
e relativistische Korrektur der Elektronenmasse
e Darwin-Term
e Spin-Bahn Kopplung
e oder ... Dirac-Gleichung

iii) Lamb-Shift: quantenfeldtheoretische Korrektur der Gréfie o Ina ; erfordert QED-Beschreibung.
Eyy — By, ~4.3-107%eV

iv) Hyperfeinstruktur: =~ Wechselwirkung der magnetischen Momente des Elektrons und Protons (Kerns); wichtig nur
bei ns-Orbitalen, ~ 1/n?.

A EﬁlFS) = 5.8-107%eV — 2lem ™! (H — Atom) Linie in der Radioastronomie
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6. Dreidimensionale SG; Zentralpotentiale

o OFFEMEMMW

1 1
18 /
1 1,, 2 o +12
142 AN

0

6.5. Aufgaben Feinstruktur Lamb-Verschiebung Hyperfeinstruktur
) .. Lisungen der Spin-Bahn-Kopphmg Strahlungs- Spin-Spin-Kopplung
Siehe Ubung@ﬂ’:idjngﬂglei:hung und relativistische karrektur (QED) (Energieskala
ohne Spin. Korrektur. 100-mal pestreckt)
Entartung: n?
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6.6. Atomic theory and computations in a nut-shell
6.6. Atomic theory and computations in a nut-shell

6.6.a. Atomic spectroscopy: Level structures & collisions

Atomic processes & interactions:

> Spontaneous emission /fluorescence: ... occurs without an ambient electromagnetic field; related also to absorption.

> Stimulated emission: ... leads to photons with basically the same phase, frequency, polarization, and direction of
propagation as the incident photons.

> Photoionization: ... release of free electrons.

> Rayleigh and Compton scattering: ... FElastic and inelastic scattering of X-rays and gamma rays by atoms and
molecules.

> Thomson scattering: ... elastic scattering of electromagnetic radiation by a free charged particle (electrons, muons,
ions); low-energy limit of Compton scattering.

> Multi-photon excitation, ionization and decay: ... non-linear electron-photon interaction.
> Autoionization: ... nonradiative electron emission from (inner-shell) excited atoms.

> Electron-impact excitation & ionization: ... excited and ionized atoms; occurs frequently in astro-physical and labo-
ratory plasmas.

> Elastic & inelastic electron scattering: ... reveals electronic structure of atoms and ions; important for plasma physics.

> Pair production: ... creation of particles and antiparticles from the internal of light with matter (electron-positron
pairs).

> Delbriick scattering: ... deflection of high-energy photons in the Coulomb field of atomic nuclei; a consequence of
vacuum polarization.
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6. Dreidimensionale SG; Zentralpotentiale

> .

> In practice, the distinction and discussion of different atomic and electron-photon interaction processes also depends
on the particular community /spectroscopy.

6.6.b. Atomic theory

Covers a very wide range of many-body methods and techniques, from the simple shell model of the atom to various
semi-empirical method to mean-field approaches ... and up to advanced ab-initio and quantum-field theories. The aim
of ab-initio atomic structure and collision theory is to describe the (electronic) level structure, properties and dynamical
behaviour on the basis of the (many-electron) Schrodinger equation or by even applying field-theoretical techniques.

Well, ... this is quite an ambitious task, and with a lot of surprises when it comes to details.
Atomic theory is a great playground, indeed.
Requires good physical intuition, or this is typically benefitial, at least.
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6.6. Atomic theory and computations in a nut-shell

Theoretical models:

> FElectronic structure of atoms and ions: is described quantum mechanically in terms of wave functions, energy levels,
ground-state densities, etc., and is usually based on some atomic (many-electron) Hamiltonian.

> [nteraction of atoms with the radiation field: While the matter is treated quantum-mechanically, the radiation is —
more often than not (> 99 % of all case studies) — described as a classical field.

> This semi-classical treatment is suitable for a very large class of problems, sometimes by incorporating ‘ad-hoc’
quantum effects of the em field (for instance, spontaneous emission).

> Full quantum treatment: of the radiation field is very rare in atomic and plasma physics and requires to use quantum-
field theoretical techniques; for example, atomic quantum electrodynamics (QED).

Combination of different (theoretical) techniques:

> Special functions from mathematical physics (spherical harmonics, Gaussian, Legendre- and Laguerre polynomials,
Whittacker functions, etc.).

> Racah’s algebra: Quantum theory of angular momentum.

> Group theory and spherical tensors.

> Many-body perturbation theory (MBPT, coupled-cluster theory, all-order methods).
> Multiconfigurational expansions (CI, MCDF).

> Density matrix theory.
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6. Dreidimensionale SG; Zentralpotentiale

6.7. Need of (accurate) atomic theory and data

> Astro physics: Analysis and interpretation of optical and x-ray spectra.
> Plasma physics: Diagnostics and dynamics of plasma; astro-physical, fusion or laboratory plasma.
> KUV lithography: Development of UV/EUV light sources and lithograhpic techniques (13.5 nm).

> Atomic clocks: Design of new frequency standards; requires accurate data on hyperfine structures, atomic polarizi-
bilities, light shift, blackbody radiation, etc.

> Search for super-heavy elements: beyond fermium (Z = 104); ‘island of stability’; better understanding of nuclear
structures and stabilities.

> Nuclear physics: Accurate hyperfine structures and isotope shifts to determine nuclear parameters; formation of the
medium and heavy elements.

> Surface & environmental physics: Attenuation, autoionization and light scattering.

> X-ray science: Ion recombination and photon emission; multi-photon processes; development of x-ray lasers; high-
harmonic generation (HHG).

> Fundamental physics: Study of parity-nonconserving interactions; electric-dipole moments of neutrons, electrons and
atoms; ‘new physics’ that goes beyond the standard model.

> (Quantum theory: ‘complete’ experiments; understanding the frame and boundaries of quantum mechanics ?

> .
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6.7. Need of (accurate) atomic theory and data

Hierarchy of inner-atomic interactions

-- self-consistent fields vs. perturbation theory

< Nuclear potential

< Instantaneous Coulomb repulsion
between all pairs of electrons

@ Spin-orbit interaction

< Relativistic electron velocities;

magnetic contributions and
retardation

« QED: radiative corrections

External fields

@ Hyperfine structure

7 Motion of the nucleus: Reduced @ Electric and magnetic nuclear

mass and mass polarization moments (isotopes)

Abbildung 6.1.: Atomic interactions that need to be considered for a quantitative description/prediction of atoms.
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6. Dreidimensionale SG; Zentralpotentiale

106

1 second

0.0 second
{millisecond 10-3)

0.000001 second
(imicrosecond 10rF)

0.000000001 second
(nanosecond 10r2)

0.000000000001 second
(picosecond 10712)

0, 0000000000000 second
(femtosecond 10715)

0.000000000000000001 sec.
(altosecond 10-18)

zeptosecond (1021)

'

Optical

Protein Folding

Abbildung 6.2.: Characteristic time scales of

atomic and molecular otions;
taken from: Controlling the
Quantum World, page 99.



7. Darstellungstheorie

7.1. Vektoren, Matrizen, unitare Transformationen

> Gegeben:  Operator A ... und vollstdndiges Orthonormalsystem {1, (x)} ... dann:

Matrixdarstellung von A in der Basis {u,(x)}

> A, heift auch Matrixelement des Operators A zu den Basisfunktionen ,,(x) und ,(x) .

Eigenschaften der Matrix (A,,,) :

i) Ist A = A" hermitesch, dann ist auch (A,,,) eine hermitesche bzw. reell-symmetrische Matrix: A* = A,

i) Sind {¢,(z)} die Eigenvektoren/EF zum Operator A, dann gilt: A, = @, On
a, ist EW zu Zﬁm(ﬂf) : A¢m(x) = Qnm 1/}m(x)

Da {¢y,(z)} vollsténdig, gilt fir jeden beliebigen Zustand

%U(x) = Z @/}m(l‘) Cm = Z ¢m($) <¢m ’ ¢>a Cm = <¢m ’ ¢>
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7. Darstellungstheorie
Betrachten weiteres vollstdndiges Orthonormalsystem {¢/ (x)} , dann offenbar
A = (Wl Ale0), b(x) = D (@) = (W] %)
m
Welcher Zusammenhang besteht zwischen diesen beiden Darstellungen von ¢ (z) 77
Un(e) = D wa(@) (Wl ¥ = D u(@) Sum
n n

Transformations bzw. Uberlappmatrix Sy, = (¥, |¥)) = [dx i (z) ), (z)

iii) Die Transformations- bzw. Uberlappmatrix S, ist unitér: StS =88t =1

D Sum S = D St Som = up

iv) Transformationsgesetze:

r + - /
Ao = > (ST cn, e = ) Sum s
m

n
v) Matrixdarstellung der Operatoren:

kl
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7.1. Vektoren, Matrizen, unitire Transformationen

Zusammenfassend: Operatoren konnen bei der Wahl einer geeigneten Basis allgemein als Matrizen und die Zusténde durch Vektoren dargestellt

werden. Die Darstellungen zu verschiedenen Basissystemen héngen iiber unitéare Transformationen zusammen.

Beispiel (Harmonischer Oszillator): hat EF und Matrixdarstellung des Ortsoperators

wie) = e (1)) () = o (o | ) = B

b
Tonp = % {\/ﬁ Omni1 + Vm+1 5m’n_1} Matrixdarstellung des Ortsoperators

Beispiel (Ort- und Impulseigenfunktionen):

Vo, (x) = 6(z — o), TP, (T) = To Y, (2)
<w% ¢xg> = /da: é(zr — x,)0(x — 2) = d(x, — )
1 , h O
Vp(z) = %ewx/h, ;a—xwp = piy
de ..
<¢p‘¢;)> = /ﬁez(p—p).x/h — 5(p — p/)
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7. Darstellungstheorie

Matrixdarstellung
o, = [ 8o — )25~ ) =, 8(r, 1)
= /dxé(:p—a:) —zhg d(x, — ) = —ih 0 d(x — )
Pz,z, — o Ox o) — (91‘0 0
/d e~ix/h ip'z/h h O /d ciW'—p)a/h h O 5( )

Tpy = X X = —— - rT— = —— —

P Vorh  \2rh i Op 2mh i Op p—p

e—zp-o:/h o ezp"x/h

;= dx —ih — =poélp—p) = polp—p

Py / S ( a:::) Nor A (p—p) = pilp—1)

7.2. Zustandsvektoren; Dirac-Schreibweise

> Vektor v € R? im Basissystem {e;} oder {e.}

V=), 0€ Vi = €;-V

g U—ngU
v =) vlel v, =€ -v ’ Y
= 2. Vi€ i = € F

D;j = €. -e; ... Uberlappmatrix
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7.2. Zustandsvektoren; Dirac-Schreibweise

> Analoge Darstellung in der QM fiir einen Zustand ()

va) = Yav) = [dceids) = [doo )

n N s S /
(. /

Energiedarstellung, fallsEnergie—EF Ortsdarstellung Impulsdarstellung

Die Koeffizienten ¢, , ¢c = ¢(¢) and ¢, = ¢(p) sind die Komponenten der jeweiligen Darstellungen oder heiflen kurz
die Darstellungen.

7.2.a. Dirac-Notation

... von Basissystem unabhéngige Vektorschreibweise

Y(x) —  |Y) "Dirac — ket”

bp(z)  — Ip), Uoy(7) o), Unlz)  — ) — ),

Erinnerung: Lineare Vektorrdume

> Summation und Multiplikation mit komplexen Zahlen «, 3

% = awa_f_ﬁ'@/}b — |C>:a‘a>+ﬁ|b>
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7. Darstellungstheorie

> Hins- und Nullelement

L-gp(z) = ¢x) — 1) = |¢); ) +10) = [¢)

> Assoziativ- und Distributivgesetz:

a(fla)) = (a-p)la), (@ + ) [a) = afa) + G la), a(la) +1b) = afa) + a[b)

> Dualer Vektorraum:

Y(x) — ) dann V() — (Y "Dirac — bra”

heiffit der zu 1 duale Vektor.

Menge der dualen Vektoren bilden dann selbst offenbar ebenfalls einen linearen Vektorraum.

Produkt: (a| - [b) = (a|Db) ... Skalarprodukt

> Skalarprodukt:

(Yol thy) = (a|b) = (b]a)’
(ala)y > 0 verschwindet dann und nur dann, wenn la) = 0

[{al0)[* < (ala) (b] D)
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7.2. Zustandsvektoren; Dirac-Schreibweise

Beispiel (Wichtige Skalarprodukte):

(m|n) = O, (zo| ) = (0 — ), (plp) = o —p)
eipxo/h

(0] ) = (), (o] p) = Plz)" = =

Beispiel (Entwicklung von Zustinden):

W) = D ealn) =D In) (n|v)

= [ao 1) = [dcietelv) = [arc)le) = [dola) w]v)

_ /dpc(p) p) = /dp p) (Pl )
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7. Darstellungstheorie

7.2.b. Operatoren in einem allgemeinen Zustandsraum

> Sei {|n)} eine beliebige Basis:

At =ty — Ala) = [b), Ala) = Y |n)(nllp) = Y |n) (n]Ala) = ) |n) Au

- 1
> Projektionsoperator P2 = P Projektion auf normierten Zustand |a)
Fo ) = la) {alv) ¥ la) daher F, = la){al
> Vollstandiges Orthonormalsystem: — (m|n) = oy
Z n)(n| = 1 ...Vollstaendigkeitsrelation

> a@)n(a)) = <a:

(32 )
> Analog gilt im Kontinuum:

/ a6y (€] = 1. / dp Ip) (o] = 1

> Darstellung eines Operators durch Matrixelemente

x'> = (z]|2) = §(x — 2)

Z [m) ‘Al Z A [m) {n Operator wirkt stets auf 'rechten’ Vektor
A’mn
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7.3. Orts- und Impulsdarstellung von Zustandsvektoren

7.2.c. Adjungierter Operator zu A

> Aus Definition (b|A\a>* = (a|A*|b) folgt

|d) = Z ) (n|A]c)
(d = Y (n] ((n]Ale)* = Y (n] ((c|At|n)) Z (c|AT|(n) (n]) = (| AT

Wie bisher: A heifit hermitesch, wenn AT = A gilt.

7.3. Orts- und Impulsdarstellung von Zustandsvektoren

7.3.a. Axiome der QM

Nun in Dirac-Schreibweise:

i) Zustand eines Systems wird durch einen (normierten) Zustandsvektor |¢) beschrieben.

ii) Observablen werden hermitesche Operatoren zugeordnet: A = A™;
Mittelwerte der Observablen: (A) = (¢ |A|v)

Bei Messung von A : |y — |n), wenn der EW q,, gemessen wird.
iii) Zeitentwicklung des Zust andsvektors folgt der SG: i 2 [¢(t)) = H [¢(t)) = H |1, 1)
iv) Zusammengesetzte Systeme: H = Hi Q Ho® ...
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7. Darstellungstheorie

7.3.b. Stationare Zustande

> Fir H # H(t): H [Yn) = E, |[ty)

> [Pa(t)) = e Pt Jay)

> Fir ) = [¢(=0)) = 2 [¢n) Wul¥)

7.3.c. Ortsdarstellung
> (x| ¢(t)) = ¢(z,1)

0
g @low) = [

ot

7.3.d. Impulsdarstellung

> (o) = olt) = B4

>t

0
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(x| ... zeitunabhéngig, Multiplikation von links

e (alt]al) (o) = [ [~ 5 o

in L@ty - [——— + V(a:)] W(w,t)

ma%m::/@HMMﬂHMw®>

S € B hy (b | 4y

(x — 2') + V(z)d(x — )| ¥(2',1)

SG in Ortsdarstellung



7.3. Orts- und Impulsdarstellung von Zustandsvektoren

> Mit py = [dre? e # = pdp — p) und V(2)p,0 = V(w,) 6(x, — a7) ist
wlHl) = Loy~ ) + [arar’ 12 V@l @) = Lo — o) + [wvin T 2T

~V(z)d(x—a’)

und mit der Definition:

V(g) = /dxeiqz/ﬁ‘/(x)

) : ap
ih o p.t) = ;—m¢(p,t) - /2:hV(p—p’)¢(p’,t)

SG in Impulsdarstellung

7.3.e. Darstellung in einer diskreten Basis

> Projektion auf diskretes Basissystem

(n| () = calt), 2712 (n] () = Y (n|H|m') (m'|¢(t))  baw.

ml

L d
ih— cn(t) = Z Hpy G (1)

SG ... zeitabhéngiges, lineares Gleichungssystem: “gekoppelte Kanéle*

> Fiir Basissysteme mit diskreten und kontinuierlichen Spektren: S —> > [
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7. Darstellungstheorie

7.4. Vielteilchensysteme

> 1-dimensional: W) = [du |u) Y(u) = [du |u) (u|), u = {z,p, ..}

> 3-dimensional: ) — |u) |uy) |uy)
z; [u) = wu; |uy, i=x,y,2; ula) = 6¥u — u) = d(u, — ul)d(u, — uy) O(uy, — uy)

W) = [du ) )
> N-Teilchenzustand lr;), i=1,2, ..., N seien Einteilchen-Ortszustiande
dann N-Teilchenzustand und Orthogonalitétsrelation
r1,r2, 13, ry) = [r1) [r2) [r3) o [ry) = [r) ® (1) @ [r3) ® .. @ [ry)

<r17r27r37'“7rN|rllvr/27r§’>7"'7r§\]> - 5(3)(1'1 - rll) 5(3)(1'2 o r/2) 6(3)(1‘1 - rll) 6(3)(rN T r?V)

> Beliebige Zustidnde folgen aus geeigneten Linearkombinationen der Ortszusténde.

~ bisherige Formeln kénnen daher in unmittelbarer Analogie auch im mehrdimensionalen Fall und fiir Vielteilchen-
systeme verwendet werden.
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7.5. Schrodinger- und Heisenbergdarstellung

7.5. Schroédinger- und Heisenbergdarstellung
7.5.a. Zeitunabhangiger Hamiltonoperator H # H(t)
SG: (= Bewegungsgleichung fiir Quantenzustinde) wird formal geldst durch
) = H () = D) = e HI ) = U() [9(0) = U(tE) ()

(W) [As|v(t) Schrodinger-Darstellung, Schrodinger-Bild

> Zusténde: zeitabhéngig

> (Operatoren: zeitunabhéangig, aufler im Falle einer expliziten Zeitabhéngigkeit

7.5.b. Heisenberg-Darstellung

> Im Heisenberg-Bild sind die Operatoren zeitabhéngig und die Losungen einer Bewegungsgleichung

> Heisenberg-Operatoren: Ay = et/h A o—iHt/h
d H ‘ . ; . , ) ‘
EAH — %eth/hAe—th/h . eth/hA <%> He—th/h + eth/h (a A) e—th/h
d i 0
— Ay = - |H, A — A

Heisenberg-Gleichung fiir Operator Ay (= Bewegungsgleichung fiir Heisenbergoperatoren)
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7. Darstellungstheorie

> Term 242 tritt nur auf, wenn A explizit zeitabhingig ist , denn

ot
: 0 : 0 DA
itHt/h [~ —iHt/h _ _ H
e <6t A(:U,p,...,t)) e atA(a:H(t), pu(t), ..., 1)) S
> Heisenberg-Zustandsvektor: W)y = eV () = BN |y t) = eHUh e HYR 145(0)) = [16(0))

ist zeitunabhéngig und identisch mit Anfangszustand |¢(0)) der SG.

> Unitdre Transformation: Zustdnde im Schrédinger- und Heisenberg-Bild héngen iiber eine unitéire Transformation
zusammen und ergeben das gleiche physikalische Resultat, insbesondere (Erwartungswert/MeBstatistik)

(W(t) [As6(6) = (vur | MM AT gy = (g | Ap| Y

> Hamiltonoperator in der Heisenberg-Darstellung:

Hy = efih gt — g H = H(x,p) = Hy = H (zg(t), pa(t))
Beispiel (1-dimensionaler harmonischer Oszillator): H = % + mT‘”Q 22 hat im Heisenbergbild die Bewegungs-

gleichungen, deren Struktur analog zu den klassischen Bewegungsgleichungen ist:

l PH .

iy = — |H = &2 2
Ty h[H,a:H] — by = &

[HH7 pH] = —mnmw Tg
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7.5. Schrodinger- und Heisenbergdarstellung

7.5.c. Erhaltungssdtze

Im Heisenberg-Bild:

Klassische Mechanik: Symmetrie eines Systems = Erhaltungssitze

ErhaltungsgroBen: Erzeugende einer:

H: <LH; =1% Hy, Hg| = 0 fuer zeitunabh. H — Operator H H(t eFHY/h | Zeittranslation
dt h

L: % Ly = 4 [Hy, Ly = 0 falls System rotationsinvariant e L/h  Rotation
p: Lpw = L[Hu pu] =0 falls System translationsinvariant e'2P/h  Translation

Vielteilchensysteme:

N

Impuls: Py = > | Pun

: N N
Drehimpuls: Ly = anl Xpn,H X PnH = Zn=1 Ly 1
fiir translationsinvariante Systeme mit Gesamtmasse M = ZnN:1 my,

Schwerpunktsatz:

N

Pyt 1

Ry(t) = IX;) + Rp(0) = - > maXnm
n=1
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7. Darstellungstheorie
7.5.d. Wechselwirkungsdarstellung (Dirac-Darstellung)
> Viele Systeme folgen Hamiltonoperator: H = H, + V(t)

zeitunabhangig zeitabhéngig,

dann (Dirac’s) Wechselwirkungsbild zweckméfig als Ausgangspunkt der zeitabhéingigen Storungstheorie.

> Zustdnde und Operatoren in der WW-Darstellung (interaction representation):

... folgen den Bewegungsgleichungen

(b)), = e!flot/h (1)), Ar(t) = eHot/h A o=iHot/h
L 0 d ; 5
e 10D = Vi) [Oh S = = [Hy A)] + o Ar(t)

In der WW-Darstellung sind sowohl die Zustdnde als auch Operatoren zeitabhéngig; dic Zustinde entwickeln sich
geméf der Storung V' (¢) und die Operatoren geméf H, .

7.6. Aufgaben

Siehe Ubungen.
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8. Spin

Glasplatte

8.1. Stern-Gerlach Versuch und normaler Zeeman-Effekt

Atomstrahl

Stern-Gerlach: ~ Atomstrahl tritt durch ein inhomogenes Magnetfeld. Ofen

Kraft auf Atom: F =V B) =pue, Blle,
e Blende
Magnetische Moment: p = 5 L
mc )
Jad e

gyromagnetisches Verhaeltnis E] = e

Klassische Vermutung p~ L bzw. u,~ L,
~»  Atomstrahl sollte in 2¢ + 1 Teilstrahlen aufspalten: ungerade Anzahl !

Experiment: Silber hat eine [Kr] 4d' 5s = 1s? 252 2p° 352 3p® 3d'V4s? 4p5 4d'° 55 Elektronenkonfiguration und daher
kugelsymmetrische Ladungsverteilung, ¢ = 0 ~»  klassisch wird keine Aufspaltung vermutet.

Aufspaltung versténdlich: falls 5s-Elektron einen halbzahligen, inneren Drehimpuls (Spin) besitzt.
Wechselwirkungsterm in Hamiltonfunktion/operator: Hy = —5—~(B-L) = —u-B

123



8. Spin

8.2. Elektronenspin s =1/2

> Analog zum Drehimpuls mit Operator L = (L,, L,, L,) betrachten wir den Spinoperator

S = (5,.5,,5.) = See, + S,e, + S.e.

der in jeder Raumrichtung e, stets nur die beiden Eigenwerte ig besitzt.

h 3
S-en |en, ) = :|:§ len, 1), S? ey, £) = ZHQ len, +)
> Betrachten ohne Einschrankung: e, = e, ... Festlegung einer Quantisierungsachse, dann iibliche Schreibweisen

e +) = |z ) = 1) = la) = [xap) = 10) = .
o) = l2m) = W) = 18) = ) = 1) = ..

> Da der Spin eine physikalische Me3grofie ist, sind S, S, hermitesch und ihre EF sind orthonormal bzw. kénnen so

gewahlt werden.

(114 = (afB) =0, I =A(afa) = {1 = B8 =1
> Da der Spin die Eigenschaft eines Drehimpulses besitzt, gilt ferner:
[SZ', Sj] = ihEZ’ijk, [SZ, Sj:] = :l:th:, [S_|_, S_] = 2FLSZ
1
Sy = (S; £195,) = Sy, = (S + S°); Sy = Z(S+ - S)
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Matrixdarstellung des Spins:

> Paulimatrizen:

S = —o,

2

01
Oy = )
10

8.3. Eigenschaften der Pauli-Matrizen

Aus bekannten Eigenschaften von S, und der Leiteroperatoren folgt:

=0
= h|1)
= h i)

... Paulische Spinmatrizen

o = o0,€ +o,€e, + 0,€;

0 —i
g, = ,
Y i 0

Beispiel eines endlich-dimensionalen Zustandsraumes.

8.3. Eigenschaften der Pauli-Matrizen

SZ' — SZ =

( (1S (1S4 )
IS (1S

Do | St

Spinmatrizen

1 0
0, = )
0 —1

Pauli-Matrizen = Spinmatrizen in der Basis [1), [{)
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8. Spin

— 073 =0’ =1 Einheitsmatrix,
[0, 0y] = 2i0,, {04, 0y} =0 ... und jeweils zyklisch
oy 0y0, = i1, Spo, = Spoy, = Spo, = 0, deto, = deto, = deto, = —1
oi-0; = 0ij + i€k Ok, (6-a)(c-b) = (a-b)1 + io (axb)

fiir beliebige Vektoren a, b, fiir die [a, ] = [b, ] = 0 gilt.

8.4. Spinzustande

Aligemeiner Spinzustand: IX) = ¢+ 1) + - [4) ct+ ... komplexe Koeffizienten; |cy|? + [c_|* = 1

Spinoren:  Alternative Schreibweise mithilfe zweispaltiger Zeilenvektoren, deren Koeffizienten aus der Projektion auf das
Basissystem {|1), |{)} hervorgehen:

B Ci B B B 1 B 0
X) = <C> e = (11X, co = (X, X+><O>, X><1>

Basisspinoren
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8.5. Magnetische Momente

Vollstandigkeitsrelation:

10
M+ DU =1 =xexi +x-x& = (0 1) ... Matrixdarstellung

8.5. Magnetische Momente

> Elektrodynamik: Elektron mit Bahndrehimpuls L hat magnetisches Moment, daher sollte auch der Spin S zum
magnetische Moment beitragen:

e e
K Bahn = L — KSpin = § S
2mc 2mc )
g ... Lande-Faktor (gyromagnetischer Faktor)
> QQuantitative Analyse des Zeeman-Effektes liefert: JFElektron =~ 2
> Magnetisches Gesamtmoment:
= ahn in — L 2S) = L oh
M KBahn + MSp m e ( + ) 2Ym ¢ ( + )
> Wechselwirkungsenergie mit Magnetfeld:
L eh
Hy = —p-B = up |- + 0| - B, 1p = ... Bohrsches Magneton
h 2m, ¢

Korrekte Theorie: Anmerkungen
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8. Spin

i) Dirac-Gleichung: Verwendung der relativistischen Wellengleichung (SG) fiir Spin-1/2 Teilchen (Fermionen) liefert:
g =2

i) Moderne Feldtheorie kennt keine isolierten Teilchen, sondern nur stdndige schwache Kopplungen an das Vakuum
QED: Quantenelektrodynamik, oftmals storungstheoretisch in a behandelt.

QED Korrekturen: O(Oz?’)

2 3
g = 2 (1 v 2 0.328478445 (9) + 1.183(11) (9) + ) = 2.002319 304718(564)...

2T s s )
exp. gesichert
K : — b P
ernmagneton: HKE = 5= my ... Protonenmasse
P

... charakteristisches Maf} fiir den Kernmagnetismus und die magnetischen Momente der Nukleonen.

Proton: W Proton = D.D9 Ux Neutron: U Neutron ~ —3.83 Uk

Deuteron: M Deuteron ~ 0.86 UK =~ M Proton + M Neutron
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8.6. Spin vs. Ortsvariablen

8.6. Spin vs. Ortsvariablen

> Vertauschbarkeit: Spin und Ort  bzw. Spin und Impuls kénnen gleichzeitig scharfe (Mefl-) Werte haben:

S, x] = 0, S, p] = 0, S, L] =0
> Gesamtzustdnde ... Basis als direktes Produkt von Orts- und Spineigenzustédnden;
mogliche und iibliche Basis: vy [1) = |, 1) = [r) 1), Ir) [4) = |r) @ 1))

> Allgemeiner Zustand:
W) = [ et @t 10) + i ) = [ (e ) o) + fed) @)
v+ (r)|* ... Wahrscheinlichkeit, das Teilchen an der Stelle r mit Spin "up’ oder ’"down’ (in z-Richtung) zu finden.

> Normierungsbedingung:
wioy = [dr (v + w-P) = 1

> Spinordarstellung:  Die beiden Komponenten . (r) kénnen in einem Spinor zusammengefafit werden:

h(r)
W) = v ) YE) = [ + [ (x)

(x[y) = ¥(x) = <¢+(I') ) ; Pr(x) = (wi(r), Y* (r) ); adjungierterSpinor
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8. Spin
8.7. Kopplung von Drehimpulsen

8.7.a. Gesamtdrehimpuls eines Spin-1/2 Teilchen

Elektronen, Protonen, etc.

> Hilbertraum: Produkt aus (rdumlichen) Funktionenraum und Spinraum

v, ) = ) @ [1,1); H=A{lr, &)} = H, ® Hs

> Drehimpulsoperatoren:

J =L®1+1®S =1L + S, [Lu LJ] = ihéijkLk, [Sw SJ] = iheiijk, [LZ, Sj] =0,

> Figenwerte : ... Raumquantelung der einzelnen und des gesamten Drehimpulses

> Drehoperator im Produktraum: ... n sei ein Einheitsvektor entlang der Drehachse

ES —il- —is-
Ur(n,v) = exp <Z‘]ng) = exp (ZTM) exp <%m9> .

> Wellenfunktionen im Produktraum: Superposition der beiden Spinkomponenten

b(r,o) = (ﬁi) = W) 1) + ) W) = 0 0) + % 1) = gula) + ¥ 18) .

~
QIP quantum chemistry
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8.7. Kopplung von Drehimpulsen

> Operatoren und Produktzustidnde des Gesamtsystems, ... falls dessen ZUsté#nde diagonal sind in {12,1,,s?, s.}
10, s,my,mg) = |0, my) |s,ms) = |lsmemy)
12 |[tmg) = L0+ 1)R* [tmy) | L |tmy) = myh [fmy)
s? |smg) = s(s+1)R* |smy) s, |sms) = mgh |smg)

(sogenannten) 'ungekoppelte’ Basis oder Produktbasis

> Gesamte Spin-Bahn Bewegung der Elektronen: ... kann mittels verschiedener Sétze kommutierenden Operatoren
klassifiziert werden: {12,1,,8* s.} or {1%2,sj% .}
> 'Gekoppelte’ Basis: [Usjm;) ... erfiillen die bekannten Eigenwertgleichungen
P |sjmy) = 11+ 1)R* [tsjmy) i sgms) = j(j 4+ 1)k [sgmy)
: 3 . : . :
s? |lsjm;) = ZhQ |lsjm;) J. [sjm;) = mjh |[lsjm;)

8.7.b. Kopplung von zwei Drehimpulses

Produkt- vs. gekoppelte Basiszustinde:

> Betrachten zwei Drehimpulse  {j?, ji., j3, j2-} mit der Produktbasis und bekannten EW-Gleichungen

|j1ma, jamea)

i1 lima, jama) = J1(j1 + 1) B? |jima, jama) J1z |Jima, jame) = mq k |jima, jama)
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8. Spin

> Produktraum wird als Tensorraum von einem vollstandigen Satz von (27, + 1) (27 + 1) Produktfunktionen aufge-
spannt:

dim(b;, j,) = dim(b;,) - dim(h;,) = (251 +1) (2j2 + 1), b = b ®bj,

Z Z |J1m, jama) (jima, jamae| = 1

mip=—j1 Mma=—Jj2

Clebsch-Gordan Entwicklung:

> Wechsel zwischen gekoppelter und ungekoppelter (Produkt-) Basis; diese Transformation ist gegeben als:

J1 J2
Guiegmy) = D Y jimajema) (jima, joma | jijagmy)
mi=—j1 me=—j
J1t7j2 J
|Jimajamsa) = Z Z [J1g2gmg) (jegmy | jima, jams)
J=lii—je| mi=-J
Clebsch-Gordan Koeffizienten = (jymy, joms | jm;) = C’szwm = C(j1j27; mimaem)

> Die Clebsch-Gordan Koeffizienten sind (spezielle) Fourierkoeffizienten, die beim Basiswechsel zwischen zwei ortho-
gonalen Basen auftreten.

> Diese Koeffizienten treten sehr hédufig bei der Beschreibung von Multi-Qubit bzw. (atomaren und molekularen)
Vielteilchensystemen auf, aber auch an vielen anderen Stellen.
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8.8. Elektronen in duferen Feldern

> (Gruppentheorie: Das Tensorprodukt zweier Darstellungen b; und b;, verschiedener Drehimpulse kann allgemein
in eine Summe irreduzibler Darstellungen des Gesamtdrehimpulses zerlegt werden:

hj1®bj2 - hjri—jz D bj1+j2_1 S .. D h|j1*j2|'

8.8. Elektronen in auBeren Feldern

8.8.a. Elektronen im auBeren Magnetfeld

> Hamiltonoperator:

2

L
H = 2p_ + V(r) + us (ﬁ +0) -B + Spin — Bahn — WW
m

> SG: zh% lW(t)y = H [(t)) in Komponentenform:

L0 [ Ye(rt) ) R . /B . Yy (r,t)
zha <¢(r7t)> = K 2mV + V(r) + hL B> 1 + up B] (w(r’t)>

Pauli-Gleichung: nichtrelativistische Wellengleichung fiir Spin-1/2 Teilchen
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8. Spin

8.8.b. Bewegung einer Ladung in einem zeitabhdngigen em-Feld

> Hamiltonoperator:

1

2
H = — {p — EA(r,t)} + e®(r,t) + upo - B

2m

> Allgemeine Pauli-Gleichung:

. (9 ¢+(1‘7t)
"o <w(r,t>

8.9. Aufgaben

Siehe Ubungen.
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9. Naherungsmethoden zur Berechnung stationarer Zustande

0.1. Ritzsches Variationsverfahren

9.1.a. Herangehen
> Betrachten stationdre SG und beliebig normiertes:  |1p) = > |n) (n|), dann offenbar:

H |n) = E, |n), E, < By < Ey ... nichtentartet
WIH|Y) = > el By > B, Y |eaf® = B, — E, < @|H[g) Y [
> Grundzustandsenergie: Berechung des Minimums des Integrals
Wil = [&reHe wi oy = [aree =1
> Praktisches Herangehen: Wahl einer Testfunktion mit unbekannten Parameters «, (3, ...
J(a, B, ...) = W(r;e, B, )| H|Y(r;a, 8, ..0)), g—g = g—g = ..=20
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9. Néiherungsmethoden zur Berechnung stationédrer Zustédnde

Minimum zum Funktional J(«, £, ...) ... direkte Variation; Ritzsche Variation

> Angeregte Zustdnde: 1), sei (bekannter) Grundzustand,
Ey = min(yy | H|¢1) mitNB: (| 1) = 1, @] v,) =0
Ey = min (o | H | 1)9) (Va|he) = 1, (2] %) = 0, (Yo|th1) = 0

Je hoher die Anregung, umso mehr NB und umso komplizierter ist folglich das Variationsproblem.

Beispiel (Grundzustand und erster angeregter Zustand des harmonischen Oszillators):

H = — %%ﬁ + mTwz z? Testfunktion ¢(x), (r — +o00) = 0. normierbarer Grundzustand ohne Knoten
o 22 , a 1/4
Y(x, a) = Aexp|— ) Normierung : A = (—)
s
1 [ R« mw? N h2 mw? mw
J(a) WIH ) 4 ( m 0 a ) ’ da dm  4a? ” “ h

Néaherungsenergie und WF"

mw

1/4 2
EO = j(O&o) — 77 '@/}o = ¢(w7a0) - <ﬁ) Xp (_ m;hx)
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9.1. Ritzsches Variationsverfahren

Berechnung des 1. angeregten Zustandes: ... Testfunktion soll orthogonal zu 1, sein
2 933/2
U(z,8) = Bxexp (— ﬁ%) , Normierung : B = 5%
3 [R2B mw? oJ mw
AG) = ilmley =5 PR S - g =
3 2\ % smwy 3/ mw z?
-t (2) ) (-
T e (2) B ()
Beispiel (Grundzustand des H-Atoms): H = — %Vz — 2762 .. siehe Ubungen.
Variationrechnungen:
> Bisher Testfunktionen, die von reellen Parametern «, 3, ... abhéngen; alternativ kann die Form der WE variiert
werden:
min (¢ | H | 1)) mit NB: () ]¢) =1

> (1) sein Variation von v; H hermitesch:

O H[Y) + (W[H[6p) = (04| HY) + (HP[dy) = 0, O¢|¢) + (oY) =0 (NB)
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9. Néiherungsmethoden zur Berechnung stationédrer Zustédnde

> Zusammenfassung mittels eines Langrange-Multiplikators E': ... wobei die Variation nach 6 und d¢* = (d 9|
unabhéngig betrachtet werden kénnen:

OY|H — E[¢Y) + (H - E)y[dy) = 0 ~ (H-E)y =0 (H-E4¢ =0

> Hiufige Anwendung in der Vielteilchenphysik (Kerne, Ionen , Atome und Molekiile , Cluster, FK, Oberflichen )

9.2. Zeitunabhdngige St6rungstheorie ohne Entartung (Rayleigh-Schodinger ST)

> Anwendbar, falls dhnliches (benachbartes) System exakt losbar ist und deren Eigenwerte und EF bekannt sind.
H = H,+ H + Hy, + ... H, [n©) = B n @) ... Loesungen bekannt zu H,

E, ~ En(o) ... bekannte Loesungen
> (Gesucht:

> Annahme: Entwicklung in Potenzreihe moglich

k)

E, = Eé(’) + A Eél) + )2 ET?) + .. E,g k — teStoerungskorrekturen

n) = [n@) + X [n®) + A2 |n®) + . n(*)) zum n — ten EW und EF

.. . . .. ‘ . (0) N \
Storungsreihe mit bekannten ungestorten Energien E,~’ und WF ‘n (~“)>
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9.2. Zeitunabhéngige Storungstheorie ohne Entartung (Rayleigh-Schodinger ST)

Bemerkungen

n®)s B2 [n®) )

i) Storungsreihen gelten oftmals als nicht konvergent | dennoch kénnen erste Terme { En ,
brauchbare Korrekturen liefern. Wichtig ist:

En In)  —as0  BY

Zustdnde zu endlichem A diirfen qualitativ nicht vom ungestorten System (A = 0) verschieden sein.

i) Mitunter konnen folglich F,, |n) nicht nach A\ entwickelt werden; beispielsweise konnen Bindungszustinde nicht aus

den ungebundenen Zusténden erhalten werden.

Zerlegung der SG nach Potenzen von \:

> Koeffizientenvergleich: Einsetzen der Potenzreihe in SG und Koeffizientenvergleich in A%, A\', A2, ...
(H, + V) |n) = (H, + A\W) |n) = E, |n)

(Hy + AW) <‘n(°)> + A ‘n(1)> + > = <E7§O) + )\Eél)nt) (’n(0)> + A ‘n(1)> +)
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9. Néiherungsmethoden zur Berechnung stationédrer Zustédnde

> (Gleichungssystem:

H, n©Y = E© [n©
Hy, [nW) + W [n@) = B n(1)> + EBW ’n(0)>
H, [n®) + W |nV) = E© n<2)> + EW ’n(1)> + E® ‘n(0)>

> Normierung: von |n) festlegen durch

<n(0)|n(0)> = 1, <n(0)]n> = 1 ~N <n(0)|n(1)> + A2 <n(0)|n(2)> + ... =0

<n(0)|n(1)> = <n(0)|n(2)> = .. =20 fuer endliche A

intermedidre Normierung

> Schrittweise Bestimmung der En(k) und ‘n(k)> durch Entwicklung der !n(k)> => 4 ‘m(0)> C,Sf ) und Projektion
auf ’n(0)>

H,

n<1>> LW ’n(0)> _ g

m#£n

<n(0>|Ho|Zm<0) C£3>> W, = E© <n<o>| S m® c£3>> +EV — ED — W, = <n<0>|W|n<0>>

4

140



9.2. Zeitunabhéngige Storungstheorie ohne Entartung (Rayleigh-Schodinger ST)

> Projektion auf ’p(0)> £ ’n(°)>

<p<o>|H0|Zm<o> qgg>> W, = E© <p<o>| S m® 0$)>

an — (E(O) _ Ep(o)) 0(1)7 e —

n p

|44
’n(1)> = Z <p ‘ \n > ‘p > Korrektur 1. Ordnung
p#n "

> Analog auch fiir Gleichungen in hoheren Potenzen von A\

2
Eé?) _ <n(o)‘W|n(1)> Z | |W‘7’L()>|
p#n By

Beobachtungen:

i) Fiir den Grundzustand ist die Korrektur 2. Ordnung E0(2) stets negativ.

ii) Falls die Matrixelemente W,, von etwa gleicher Gréfle sind, dann liefern benachbarte Niveaus einen groBeren
(mitunter dominanten) Beitrag in zweiter Ordnung.

iii) Im kontinuierlichen Teil des Spektrums: > ... — [dm..

> ST brauchbar, wenn eine sukzessive Approximation konverglert d.h. jede folgende Korrektur klein gegeniiber den

vorhergehenden Korrekturen ist.

Wyl = | (@ W[p©) | < |BY — EP|  n#p
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9. Néiherungsmethoden zur Berechnung stationédrer Zustédnde

Beispiel (5-Zerfall von Kernen mit Kernladung 7 + 1):

2 4

e e*m
V p— — pr— _——m—__ p— _——
Ame,r h?p/a p
4 1 YA
AFE = _cm nl|—|\nl) = —— Hartree
72 P n2

142

AE exakt —



